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ВВЕДЕНИЕ

Ðàçâèòèå ÷åëîâå÷åñòâà íà ñîâðåìåííîì ýòàïå âñå áîëåå îïðå-
äåëÿåòñÿ óðîâíåì ðàçâèòèÿ íàóêè è òåõíîëîãèè, âîçìîæíîñòÿìè
ýôôåêòèâíî ðåøàòü íîâûå ñëîæíûå çàäà÷è. Ñîâðåìåííûå íàó÷-
íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïðîáëåì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ îáëàñòÿõ
áàçèðóþòñÿ íà äîñòèæåíèÿõ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé.

Âàæíûì íàïðàâëåíèåì â ïðîåêòèðîâàíèè ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ
ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå îïòèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ñèíòåçà êîíñòðóêöèè ýëåêòðîííûõ ñõåì áîëüøîé ðàç-
ìåðíîñòè ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷å-
íèé. Â îñíîâíîì ýòî îòíîñèòñÿ ê ìèêðîýëåêòðîííûì óñòðîéñò-
âàì (ÌÝÓ) ïîâûøåííîé ñòåïåíè èíòåãðàöèè (ìíîãîêðèñòàëüíûå
ìèêðîñáîðêè, ãèáðèäíûå èíòåãðàëüíûå ñõåìû) – êëàññó êîíñò-
ðóêöèé, îáëàäàþùèõ ðÿäîì îñîáåííîñòåé, ñóùåñòâåííî óñëîæ-
íÿþùèõ ïðîöåññ ïðîåêòèðîâàíèÿ. Êðîìå ïîâûøåííîé èíòåãðà-
öèè ê íèì îòíîñÿòñÿ ðàçíîãàáàðèòíîñòü ìîäóëåé, âûñîêàÿ ïëîò-
íîñòü ïå÷àòíîãî ìîíòàæà è, êàê ñëåäñòâèå, íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà
ïàðàçèòíûõ ñâÿçåé â êîíñòðóêöèè. Àëãîðèòìû, ïðåäíàçíà÷åííûå
äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷, ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåíå-
íû è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèíòåçà ñèñòåì èíîé ïðèðîäû, âñòðå-
÷àþùèõñÿ â ïðîìûøëåííîñòè, ñòðîèòåëüñòâå è ò. ï. è äîïóñ-
êàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñòàíîâêó. Ñîçäàíèþ ìåòîäîâ àâòî-
ìàòèçèðîâàííîãî ñèíòåçà êîíñòðóêöèé ÌÝÓ ïîñâÿùåíû ðàáîòû
Ë.Á. Àáðàéòèñà, Ð.Ï. Áàçèëåâè÷à, À.Ì. Áåðøàäñêîãî, Á.Í. Äåíü-
äîáðåíêî, Â.Ì. Êóðåé÷èêà, Ê.Ê. Ìîðîçîâà, À.È. Ïåòðåíêî,
Ã.Ã. Ðÿáîâà, Â.À. Ñåëþòèíà, Þ.Ã. Ñòîÿíà, À.ß. Òåòåëüáàóìà è äð.

Äèñêðåòíûé õàðàêòåð îñíîâíûõ çàäà÷ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðî-
åêòèðîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ìîäåëåé è àëãîðèòìîâ
êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è ïîäîáíîãî
ðîäà îòëè÷àþòñÿ áîëüøîé ðàçìåðíîñòüþ, ñëîæíîé ãåîìåòðèåé
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äîïóñòèìîé îáëàñòè, ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòüþ, êîòîðàÿ õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íàëè÷èåì áîëüøîãî ÷èñëà îãðàíè÷åíèé.
Â ýòèõ óñëîâèÿõ îñîáîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàþò âîïðîñû ïîâûøå-
íèÿ ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ àëãîðèòìîâ èõ ðåøåíèÿ, áûñòðîäåéñò-
âèÿ, ñïîñîáíîñòè ê àäàïòàöèè. Íàìåòèâøàÿñÿ òåíäåíöèÿ ê èñ-
ïîëüçîâàíèþ ìåòîäîâ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, ýëåìåíòîâ ýêñ-
ïåðòíûõ ñèñòåì â ñèñòåìàõ àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ òðå-
áóåò óíèôèêàöèè ïðîåêòíûõ îïåðàöèé, èñïîëüçîâàíèÿ åäèíîé
ñõåìû ïðîöåññà ïðîåêòèðîâàíèÿ, îáùåé ñòðóêòóðû ìîäåëåé,
àëãîðèòìîâ è êðèòåðèåâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü àáñòðàêòíûå
ìîäåëè ïðîöåññà ïðîåêòèðîâàíèÿ, ëó÷øå ñîãëàñîâûâàòü, à â íå-
êîòîðûõ ñëó÷àÿõ è îáúåäèíÿòü ðàçëè÷íûå åãî ýòàïû. Äëÿ ñõåì
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè àêòóàëüíà ðàçðàáîòêà áûñòðîäåéñòâóþùèõ
ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà, îáåñïå÷èâàþùèõ êîìïðîìèññ
ìåæäó òî÷íîñòüþ è âðåìåííûìè çàòðàòàìè.

Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ
è ïðîöåññîâ èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ðàçðàáîòêå ñèñòåì, îðèåí-

òèðîâàííûõ íà îáðàáîòêó ãåîìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèè. Çàäà÷è
ýòîãî êëàññà âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿ-
òåëüíîñòè, îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè. Ñèñòåìû áàçèðóþòñÿ íà

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ îáúåêòîâ ðåàëüíîãî ìèðà, ìåòîäàõ îï-
òèìèçàöèè è òåîðèè ïîñòðîåíèÿ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì.

Òåîðèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ îõâàòûâàåò øèðîêèé

êðóã ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì ïðîöåññà ðàçìåùåíèÿ ðåàëüíûõ îáú-
åêòîâ è ñîçäàíèåì ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ýòîãî ïðî-

öåññà â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûìè êðèòåðèÿìè îïòèìàëüíîñòè.
Çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ñîñòîÿò â îïðåäåëåíèè

îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ìíîæåñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ îò-

íîñèòåëüíî çàäàííîé îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ ñ ó÷åòîì òåõíîëîãè÷åñ-
êèõ îãðàíè÷åíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèÿìè êà÷åñòâà ðàçìåùå-
íèÿ. Ê ýòîìó êëàññó çàäà÷ îòíîñÿòñÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ãåíåðàëüíûõ

ïëàíîâ ïðîìûøëåííûõ ïðåäïðèÿòèé, êîìïîíîâêè îáîðóäîâàíèÿ,
óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, çàäà÷è êîíñòðóè-
ðîâàíèÿ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ, çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàñêðîÿ ïðî-

ìûøëåííûõ ìàòåðèàëîâ, çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé è îáúåìíî-êà-
ëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ, çàäà÷è ïîêðûòèÿ. Ðåçóëüòàòû èññëåäî-
âàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à,

Â.Ë. Ðâà÷åâà, Þ.Ã. Ñòîÿíà, Â.À. Çàëãàëëåðà, Ñ.Â. ßêîâëåâà, Ý.À. Ìó-
õà÷åâîé, Í.È. Ãèëÿ, Ò.Å. Ðîìàíîâîé, Â.Ì. Êîìÿê, J. Terno, G. Schei-
thauer, V. Milenkovich, J. Ferreira, J. Oliverra è äðóãèõ.
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Ìíîãèå çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ïî ñâîåé
ñòðóêòóðå ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàòîðíûìè, à èõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-

äåëè ñâîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì êëàññàì çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîé ïðèðî-
äîé ñàìèõ çàäà÷ è æåñòêîé ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàå-

ìûõ â ðÿäå ñëó÷àåâ íà ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáúåêòîâ. Èññëåäîâàíèÿì çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè è
ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ ïîñâÿùåíû ðàáîòû îòå÷åñòâåííûõ è çàðó-

áåæíûõ àâòîðîâ, ñðåäè íèõ È.Â. Ñåðãèåíêî, Þ.Ã. Ñòîÿí, Ñ.Â. ßêîâ-
ëåâ, C. Papadimitriou, P. Pardalos, Â.Ï. Øèëî, Ì.Ç. Çãóðîâñêèé,
Ë.Ô. Ãóëÿíèöêèé, Í.Â. Ñåìåíîâà.

Ðàçðàáîòàíû ïîäõîäû ê ðåøåíèþ êîìáèíàòîðíûõ îïòèìèçà-
öèîííûõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà
ìåòîäàõ âåòâåé è ãðàíèö, îòñå÷åíèé, ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè,

ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäàõ, öåëî÷èñëåííîì, ëèíåéíîì è íåëèíåé-
íîì ïðîãðàììèðîâàíèè, ïîëèýäðàëüíîé êîìáèíàòîðèêå, ìîäè-
ôèêàöèÿõ ìåòîäà îïòèìèçàöèè ïî ãðóïïàì ïåðåìåííûõ. Ýòîé

òåìàòèêå ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèÿ Þ.Ã. Ñòîÿíà, Ñ.Â. ßêîâëåâà,
Î.À. Åìöà è èõ ó÷åíèêîâ. Â ðåçóëüòàòå èõ ìíîãîëåòíåé ðàáîòû
ñîçäàíà òåîðèÿ åâêëèäîâîé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

Äëÿ ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîð-
íûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
íåîáõîäèì îáùèé ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ,

ïîñòðîåíèþ è àíàëèçó àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîí-
êðåòíûõ êëàññîâ çàäà÷. Ñëåäîâàòåëüíî, àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðî-
áëåìà ñîçäàíèÿ îáùåãî ïîäõîäà ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâà-

íèþ è ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî

ïðîåêòèðîâàíèÿ îñíîâàíà íà àíàëèòè÷åñêîì îïèñàíèè òåîðåòè-
êî-ìíîæåñòâåííûõ îòíîøåíèé âêëþ÷åíèÿ (ïðèíàäëåæíîñòè
îáúåêòà îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ, â òîì ÷èñëå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòà

íà äîïóñòèìîì ðàññòîÿíèè äî ãðàíèöû îáëàñòè) è íåïåðåñå÷å-
íèÿ (íåíàëîæåíèå îáúåêòîâ, â òîì ÷èñëå ðàñïîëîæåíèå íà çà-
äàííîì äîïóñòèìîì ðàññòîÿíèè êàæäîé ïàðû ðàçìåùàåìûõ îáú-

åêòîâ). Îáùàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé îòíîøåíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ ïðî-
èçâîëüíûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ôîðìàìè â åâêëèäîâûõ äâóõ- è

òðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé. Îíà òðåáóåò
ïîäðîáíîãî è ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ îòíîøåíèé ðàçíîîáðàçíûõ
ïàð ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì îäíîé èç íàèáîëåå àêòó-
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àëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãåîìåòðè-
÷åñêîé èíôîðìàöèè, íåîáõîäèìîé äëÿ àäåêâàòíîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ ðåàëüíîãî ïðîöåññà ðàçìåùåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè ïðîâîäèëèñü â íàó÷íîé øêîëå Þ.Ã. Ñòîÿíà.

Ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êðóãà çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ñèñòå-
ìàõ ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé è óïðàâëåíèè òàêèìè ñèñòåìà-
ìè, èñïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îòðàæàþùèå ôîðìà-
ëèçàöèþ ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðû ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû, ôîð-
ìàëèçàöèþ ïðîöåññîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ çàäàíèé, ôîðìàëè-
çàöèþ âûáîðà ïîäõîäÿùèõ ðåñóðñîâ, îïòèìèçàöèþ ðàñïèñàíèÿ
âûïîëíåíèÿ çàäàíèé íà ðåñóðñàõ è ò. ä. Ê íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-
íåííûì îòíîñÿòñÿ çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ðàçáèåíèè, ðàñïðåäå-
ëåíèè (íàçíà÷åíèè) çàäàíèé ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè ðåñóðñàìè
ðàñïðåäåëåííîé ñðåäû, ðåøàåìûå íà îñíîâå çàäà÷è î íàçíà÷å-
íèè, çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ðåñóðñàìè äëÿ ìèíèìèçàöèè âðåìåíè
âûïîëíåíèÿ, âûáîðà ýôôåêòèâíîé â ñìûñëå íåêîòîðîãî êðèòå-
ðèÿ äèñöèïëèíû îáñëóæèâàíèÿ î÷åðåäåé çàäàíèé è äð. Êàê ïðà-
âèëî, ýòî êëàññ NP-òðóäíûõ çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ òðåáó-
åòñÿ ðàçðàáîòêà ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ àëãîðèòìîâ, ïîçâî-
ëÿþùèõ îñóùåñòâëÿòü îáðàáîòêó çàäàíèé çà âðåìÿ, ïðèåìëåìîå
äëÿ ýôôåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûìè ïðîöåññàìè.

Îñîáåííîñòüþ ýòèõ ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè
îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî áóëåâîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, à ýòî â îáùåì ñëó÷àå íå ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èâàòü
êîððåêòíóþ ñîïîñòàâèìîñòü âñëåäñòâèå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êî-
ëè÷åñòâà ðàçëè÷èé ïðè ïîñòðîåíèè òåõ ýâðèñòèê, êîòîðûå ïðè
ýòîì èñïîëüçóþòñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïîëèíîìèàëüíî ðàç-
ðåøèìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâà-
íèè òðóäíî ñîïîñòàâèìû ïðè áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ðåøàåìûõ
çàäà÷ è ñòåïåíè ïîëèíîìèàëüíîñòè àëãîðèòìà, ïðåâûøàþùåé 4
è áîëåå. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ äàííîé ïðîáëåìàòèêè ïåðñïåêòèâ-
íûì ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà îáùåãî ïîäõîäà – ðàíãîâîãî, ïðåäëî-
æåííîãî è èññëåäîâàííîãî â ðàáîòàõ Ñ.Â. Ëèñòðîâîãî. Îí ïîçâî-
ëÿåò ðàçðàáàòûâàòü ìåòîäû è àëãîðèòìû, èìåþùèå ìàëóþ âû-
÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü è íèçêóþ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷àåìûõ
ðåøåíèé, äëÿ óêàçàííûõ çàäà÷ â ðàìêàõ åäèíûõ ïðèíöèïîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííû-
ìè âû÷èñëåíèÿìè â ðàìêàõ åäèíîãî ïîäõîäà – àêòóàëüíàÿ çàäà-
÷à, òðåáóþùàÿ ðàññìîòðåíèÿ è ðàçâèòèÿ.

Äàííàÿ ìîíîãðàôèÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèþ
ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óêàçàííûõ ïðîáëåì.
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МОДЕЛИ ОПТИМИЗАЦИИ
В ЗАДАЧАХ КОНСТРУКТОРСКОГО

ПРОЕКТИРОВАНИЯ

Ïðîáëåìû êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, ê êîòîðûì îò-
íîñÿòñÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ, êîìïîíîâêè è òðàññèðîâêè ïðè
ïðîåêòèðîâàíèè öåïåé âî âñòðîåííûõ ñèñòåìàõ (ÑÁÈÑ) ÿâëÿþò-
ñÿ âçàèìîñâÿçàííûìè, èõ ðåøåíèþ ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå êî-
ëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé [1–6].

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òàêîì ðàñïîëîæåíèè âñåõ
êîìïîíåíòîâ íà ïëàòå, êîòîðîå áû óäîâëåòâîðÿëî îãðàíè÷åíèÿì
òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà. Ïîñëå ýòîãî âñå ñîåäèíåíèÿ ìåæäó
âûâîäàìè (êîíòàêòàìè) êîìïîíåíòîâ äîëæíû áûòü ìàðøðóòèçè-
ðîâàíû íà ïëàòå (çàäà÷à òðàññèðîâêè) â ñîîòâåòñòâèè ñ ëîãè÷å-
ñêèì äèçàéíîì. Ïîíÿòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ îêà-
çûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðåøåíèå çàäà÷è òðàññèðîâêè.
Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ íà ñàìîì ìåñòå ðàçìåùåíèÿ îáû÷íî îòíîñè-
òåëüíî ïðîñòû (íàïðèìåð, êîìïîíåíòàì íåëüçÿ ïåðåêðûâàòüñÿ),
÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ðàñ-
ñòîÿíèé, îñíîâíàÿ öåëü ðàçìåùåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îáåñïå÷åíèè
õîðîøåé è âûïîëíèìîé òðàññèðîâêè. Â ïðèíöèïå, áûëî áû
ëó÷øå âñåãî âûïîëíèòü ðàçìåùåíèå è ìàðøðóòèçàöèþ îäíîâðå-
ìåííî. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ýòè çàäà÷è îáû÷íî âûïîëíÿþòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíî [7].

Ñëåäñòâèåì ðàçäåëåíèÿ ýòàïà êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðî-
âàíèÿ íà îòäåëüíûå çàäà÷è ÿâèëîñü ðàçëè÷èå â ôîðìàëüíîé ïî-
ñòàíîâêå ýòèõ çàäà÷. Ýòî ðàçëè÷èå ñîñòîèò, ïðåæäå âñåãî, â âû-
áîðå ìîäåëåé. Íàïðèìåð, ñâåäåíèå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ê çàäà÷å
îïòèìèçàöèè íà ïåðåñòàíîâêàõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò â âû-
áîðå àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè, çàòðóäíÿåò ôîðìàëüíîå îïèñàíèå
ïðîöåññà ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ. Â çàäà÷àõ ðàçìåùåíèÿ
ñìåøàííîãî íàáîðà ìîäóëåé ïåðåñòàíîâî÷íûå ìîäåëè ñòàíîâÿò-
ñÿ íåàäåêâàòíûìè. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå íåýôôåêòèâíû ïîïûòêè
èñïîëüçîâàíèÿ èäåé îïòèìèçàöèîííûõ ïåðåñòàíîâî÷íûõ àëãî-
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ðèòìîâ ðàçìåùåíèÿ â çàäà÷àõ ðàçáèåíèÿ, ðàññëîåíèÿ, òðàññèðîâ-
êè è ò. ä.

Âìåñòå ñ òåì, íåñìîòðÿ íà ñîäåðæàòåëüíîå îòëè÷èå, çàäà÷è
êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ äîïóñêàþò ôîðìóëèðîâêó îá-
ùåé ïîñòàíîâêè.

Ââåäåíèå îáùåé ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêè èìååò ñóùåñòâåí-
íûå ïðåèìóùåñòâà: âîçìîæíîñòü óíèôèêàöèè ïðîåêòíûõ ïðîöå-
äóð, ðàçðàáîòêà îáùåé ôîðìàëüíîé ñõåìû àëãîðèòìà îïòèìèçà-
öèè ñ ïîñëåäóþùåé êîíêðåòèçàöèåé åå äëÿ êàæäîé èç çàäà÷. Òà-
êàÿ óíèôèêàöèÿ îñîáåííî íåîáõîäèìà ïðè ñîçäàíèè ýêñïåðòíûõ
ñèñòåì àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ (ÑÀÏÐ), âíåñåíèè
â ÑÀÏÐ ýëåìåíòîâ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Íàëè÷èå îáùåé
ïîñòàíîâêè îáëåã÷àåò òàêæå èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìîâ èëè îò-
äåëüíûõ ïðèåìîâ, ïðèìåíÿþùèõñÿ ïðè ðåøåíèè îäíèõ çàäà÷,
äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷. Òàê, èäåè ñíÿòèÿ è ïåðåòðàññèðîâêè
ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû â çàäà÷àõ ðàçáèåíèÿ è
ðàçìåùåíèÿ.

Â îñíîâó îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïîëîæåíû êëàññè÷åñêèå ìîäåëè êîìáèíà-
òîðíîé îïòèìèçàöèè. Îäíàêî ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ ðåçóëü-
òàòîâ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ñïåöèôèêó çàäà÷
êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 1.1 èçëîæåíû ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ çàäà÷
êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà îñíîâå êëàññè÷åñêèõ çàäà÷
êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ïðè-
âåäåíà îáùàÿ ïîñòàíîâêà è áàçèðóþùèåñÿ íà íåé îïòèìèçàöè-
îííûå ìîäåëè çàäà÷ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, ó÷èòû-
âàþùèå ñïåöèôèêó ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
äàííûõ èññëåäîâàíèé èçëîæåíû â ðàáîòàõ [8–19].

1.1. БАЗОВЫЕ ЗАДАЧИ КОМБИНАТОРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ
В КОНСТРУКТОРСКОМ ПРОЕКТИРОВАНИИ

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ïîèñê
ôèçè÷åñêè äîïóñòèìîãî ìåñòà ðàçìåùåíèÿ, êàê ïðàâèëî, äîñòà-
òî÷íî ïðîñòî ðåàëèçóåì. Ïîýòîìó öåëüþ ðàçìåùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
îáåñïå÷åíèå êà÷åñòâåííîé òðàññèðîâêè – ìèíèìèçàöèÿ îáùåé
äëèíû ïðîâîäêè âñåõ ñîåäèíåíèé [7].

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ äëèíû êàæäîé öåïè ÷à-
ùå âñåãî íåèçâåñòíî, à ýâðèñòèêè ðàáîòàþò â óñëîâèÿõ ïåðåíà-
ïðàâëåíèÿ îòäåëüíûõ ñåãìåíòîâ êîìïîíåíòîâ. Òàê êàê äàæå âû-



1.1. Базовые задачи комбинаторной оптимизации…

9

÷èñëåíèå ìèíèìàëüíîé äëèíû îäíîé öåïè (ñåòè) â îáùåì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé, ñâîäèìîé ê îïðåäåëåíèþ äëèíû
ìèíèìàëüíîãî äåðåâà Øòåéíåðà, òî íåîáõîäèìî îöåíèòü îáùóþ
äëèíó öåïè. Îáû÷íî ýòî îïðåäåëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèåì äëèíû
êàæäîé îòäåëüíîé öåïè. Ìåòîäû îöåíêè äëèíû êîíêðåòíîé öå-
ïè âêëþ÷àþò â ñåáÿ: ýâðèñòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå äåðåâà Øòåéíå-
ðà ìåæäó ââîäàìè, âû÷èñëåíèå ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà
ìåæäó ââîäàìè, ïîñòðîåíèå öåïè ÷åðåç ââîäû èëè ïîëó÷åíèå ïî-
ëîâèíû äëèíû ïåðèìåòðà îãðàíè÷èòåëüíîé ðàìêè, âêëþ÷àþùåé
âñå ââîäû öåïè. Ïðè ýòîì äëÿ öåïåé ñ äâóìÿ ââîäàìè è ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìàíõýòòåíñêîé ìåòðèêè – òèïè÷íîé ìåòðèêè â
ïå÷àòíîé ïëàòå è êîíñòðóêöèè ÑÁÈÑ – âñå ýòè çàäà÷è äàþò îäè-
íàêîâûé ðåçóëüòàò. Äðóãîé öåëüþ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìèçàöèÿ êîëè÷åñòâà ïåðåõîäîâ. Ñîãëàñíî [7, 20] åå ìîæ-
íî ñâåñòè ê çàäà÷å ïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðàÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: ïóñòü åñòü ( , )G V E  – äâóäîëüíûé ãðàô ñ

âåðøèíàìè 1V  è 2V  è G  âëîæåíî â ïëîñêîñòü, òàê ÷òî óçëû â iV

çàíèìàþò ðàçëè÷íûå ïîçèöèè íà ëèíèè y i , à ðåáðà – ïðÿìûå.

Äëÿ âëîæåíèÿ ( )f G  â ïëîñêîñòè G  ïåðåñå÷åíèå ( )fC G  – ýòî

÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ïðÿìûõ, îïðåäåëÿåìîå f . Ýòî ÷èñëî çàâèñèò

òîëüêî îò ïåðåñòàíîâêè iV  âäîëü y i , à íå íà êîíêðåòíûõ õ-

êîîðäèíàòàõ. ×èñëî ïåðåñå÷åíèé äâóäîëüíîãî ãðàôà ( )C G  îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê ( ) min ( )f fC G C G . Âû÷èñëåíèå ( )C G  – NP-òðóä-

íàÿ çàäà÷à [21]. Íåêîòîðûå ýâðèñòèêè äëÿ ìèíèìèçàöèè ïåðåñå-
÷åíèé ïðèâåäåíû â [20], ãäå òàêæå âûïîëíåíî èõ ñðàâíåíèå.

Êâàäðàòè÷íîå íàçíà÷åíèå. Çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ â
êîíñòðóêòîðñêîì ïðîåêòèðîâàíèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ó÷èòû-
âàÿ íåêîòîðûå êîìïîíåíòû è êîëè÷åñòâî ïîçèöèé íà ïîâåðõíî-
ñòè ïëàòû, òðåáóåòñÿ íàçíà÷èòü êàæäîìó êîìïîíåíòó òàêóþ ïî-
çèöèþ íà ïëàòå, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ,
è ïðè ýòîì äëèíà îáùåãî ñîåäèíåíèÿ áûëà ìèíèìàëüíîé.

Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñëåäóþùóþ ìàòåìàòè-
÷åñêóþ ìîäåëü [7]:

1

1 1 ( ) ( )

min ( , , , )
n n

ij ik jl
i j i k Z i l Z j

c d i k j l x x


    
    +             (1.1)

1

0
1 1 ( ) ( )

( , , , )
n n

ik jl
i j i k Z i l Z j

o i k j l x x


    

                     (1.2)
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ïðè óñëîâèè 
( )

1ik
k Z i

x


  äëÿ âñåõ 1,...i n ,         (1.3)

{0,1}ikx   äëÿ âñåõ 1,... , ( )i n k Z i  ,               (1.4)

ãäå 0ijc   – êîýôôèöèåíòû ñõîäñòâà ìåæäó êîìïîíåíòàìè i  è

j , 
1

1
ij t T

t

c



  , ( , , , )d i k j l  îïðåäåëÿåò êðàò÷àéøåå ìàíõýòòåí-

ñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè i  è j . Âòîðîå ñëàãàåìîå

(1.2) öåëåâîé ôóíêöèè îöåíèâàåò êîëè÷åñòâî ïåðåêðûòèé. Êî-

ýôôèöèåíòû ( , , , )o i k j l , îïðåäåëåííûå äëÿ {1,..., }i n , {1,..., }j n ,

( )k Z i  è ( )l Z j , ïîäñ÷èòûâàþò êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê ñåòêè, êî-

òîðûå ðàçäåëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè i  è j , êîãäà îíè íàçíà÷àþòñÿ

ÿ÷åéêàì ñåòêè k  è l . Ïîñêîëüêó äîïóñòèìîå ðàçìåùåíèå íå

äîëæíî ñîäåðæàòü ïåðåêðûòèé, âòîðîé ÷ëåí öåëåâîé ôóíêöèè

ìàñøòàáèðóåòñÿ ñ áîëüøèì øòðàôíûì êîýôôèöèåíòîì 0 .

Óðàâíåíèÿ (1.3) ãàðàíòèðóþò, ÷òî êàæäîìó êîìïîíåíòó ïðèñâàè-
âàåòñÿ ðîâíî îäíà ÿ÷åéêà ñåòêè.

Ýòà êâàäðàòè÷íàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà äîïóñêàåò
ñëåäóþùåå ðàñøèðåíèå: êîãäà íåêîòîðûå êîìïîíåíòû ðàçðåøå-

íî ïîâîðà÷èâàòü íà 90, ñóùåñòâóþò ÷åòûðå ðàçíûõ ðåàëèçàöèè
äëÿ ðàçìåùåíèÿ êàæäîãî èç ýòèõ êîìïîíåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå

äâîè÷íûå ïåðåìåííûå a
ikx  îïðåäåëåíû äëÿ êîìïîíåíòà i  â ÿ÷åé-

êå ñåòêè ( )k Z i  è äëÿ ðåàëèçàöèè ( )a A i , òàê ÷òî a
ikx  ðàâíî

åäèíèöå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàçíà÷àåòñÿ êîìïîíåíò i  ê

äîïóñòèìîé ÿ÷åéêå ñåòêè k  â ðåàëèçàöèè a .

Çàäà÷à ðàñøèðåííîãî êâàäðàòè÷íîãî ðàçìåùåíèÿ ôîðìóëèðó-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [7]:

1 2

21

1

1 2
1 1 ( ) ( ) ( ) ( )

min ( , , , , , )
n n

a a
ij ik jl

i j i k Z i l Z j a A i a A j

c d i k a j l a x x


      

     

1 2

1 2

1

0 1 2
1 1 ( ) ( ) ( ) ( )

( , , , , , )
n n

a a
ik jl

i j i k Z i l Z j a A i a A i

o i k a j l a x x


      

       

ïðè óñëîâèè 
( ) ( )

1a
ik

k Z i a A i

x
 

   äëÿ âñåõ 1,...i n , {0,1}a
ikx   äëÿ

âñåõ 1,... , ( ), ( )i n k Z i a A i   , ãäå 1 2( , , , , , )d i k a j l a  îáîçíà÷àåò

êðàò÷àéøåå ìàíõýòòåíñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè i è j,
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êîãäà îíè ïîìåùàþòñÿ íà ÿ÷åéêè ñåòêè k  è l  â ðåàëèçàöèè 1a  è

2a  è 1 2( , , , , , )o i k a j l a  ïîäñ÷èòûâàåò êîëè÷åñòâî ïåðåêðûâàþùèõñÿ

êîìïîíåíòîâ i  è j  ïðè ðàçìåùåíèè íà ÿ÷åéêàõ ñåòêè k  è l  â

ðåàëèçàöèè 1a  è 2a .

Êâàäðàòè÷íàÿ ìîäåëü ðàçìåùåíèÿ êîìïîíåíòîâ, îïèñàííàÿ
âûøå, îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-òðóäíûõ çàäà÷.

Ïðèâåäåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îòíîñÿòñÿ ê èçâåñòíûì
êëàññàì çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ìåòîäû ðåøåíèÿ
êîòîðûõ äîñòàòî÷íî èññëåäîâàíû. Îäíàêî îíè íå ó÷èòûâàþò âñåé
ñïåöèôèêè çàäà÷ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ìèêðîýëåê-
òðîííûõ óñòðîéñòâ. Èçëîæåíèþ îáùåãî ïîäõîäà ê ìàòåìàòè÷å-
ñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ è ðåøåíèþ êîìáèíàòîðíûõ îïòèìèçàöè-
îííûõ çàäà÷ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ìèêðîýëåêòðîí-
íûõ óñòðîéñòâ ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå ïàðàãðàôû.

1.2. ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ КОНСТРУКТОРСКОГО
ПРОЕКТИРОВАНИЯ МИКРОЭЛЕКТРОННЫХ УСТРОЙСТВ

Îáùàÿ ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà äëÿ çàäà÷ êîíñòðóêòîðñêîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå.

Ïóñòü äàíû m  ìíîæåñòâ îáúåêòîâ ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû 1, A

2,  , mA A , âîçìîæíî, ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì,  1 2,  ,  , 
i

i i i
i nA a a a  ,

 i in Card A , 1, i m , 
1 1

 
mm

i i
i i

n Card A
 

  . Íåîáõîäèìî, ñ ó÷åòîì îã-

ðàíè÷åíèé, âûáðàòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîãî ìíîæåñòâà
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèîíàë, îöåíèâàþùèé êà÷åñòâî ñî-
âìåñòíîãî âûáîðà ýëåìåíòîâ, ïðèíÿë ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå:

  
 

* arg mina a
a K A

,                      (1.5)

1 2    mA A A A   ,                          (1.6)

 :   ,   1, j jK a K g a b j M    .                 (1.7)

Ìíîæåñòâî A  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíî-

æåñòâ 1 2,  ,  , mA A A , äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî K  çàäàåòñÿ ñèñòåìîé

M  îãðàíè÷åíèé. Â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ iA  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé:

ìíîæåñòâî êîììóòàöèîííûõ ïîëåé, íà êîòîðûå ìîæåò áûòü íà-
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çíà÷åí ³-é ìîäóëü â çàäà÷å ðàçáèåíèÿ, ìíîæåñòâî ïîñàäî÷íûõ
ìåñò äëÿ ³-ãî ìîäóëÿ â çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ, ãðóïïû êîíòàêòîâ
ìîäóëåé äëÿ ³-ãî èíâàðèàíòíîãî îáúåêòà (ëîãè÷åñêîãî ýëåìåíòà,
ãðóïïû ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, îòäåëüíûõ êîíòàêòîâ) â çàäà÷å
ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ, ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ
ôèçè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé (òðàññ) äëÿ ³-é öåïè â çàäà÷àõ ðàññëîå-
íèÿ è òðàññèðîâêè. Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èíòåðïðåòèðóþò-
ñÿ è îãðàíè÷åíèÿ. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ýê-
âèâàëåíòíóþ çàäà÷å (1.5)–(1.7) çàäà÷ó êîìáèíàòîðíîé îïòèìè-
çàöèè íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè m  ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ:

 
 

   * arg min
P Ï

,                           (1.8)

  
1 2
   

mn n nÏ I I I ,                         (1.9)

     :   ,   1, j jP P g b j M ,                   (1.10)

ãäå        a ,     j jg g a ,  1, j M ,       1 2,  ,  , m ,

     
1 2

1 2,  ,  , 
m

ma a a a ,    1, 2,  , nI n .

Äàëåå ïîêàæåì, êàê îñíîâíûå çàäà÷è êîíñòðóêòîðñêîãî ïðî-
åêòèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå (1.8)–(1.10).

Äëÿ ýòîãî ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî   


1

VN

i i
V v  îáúåêòîâ, íàçûâàåìûõ â

äàëüíåéøåì ëîãè÷åñêèìè êîíòàêòàìè   0VN . Ïóñòü èìååòñÿ

òàêæå ìíîæåñòâî öåïåé   


1

cN

i i
U u ,  0CN . Öåïü ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé íåóïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ êîíòàêòîâ

   
1 2

{ ,  ,  ,  }i i i
mi

i j j j
u v v v ,   i im Card u ,  1,  Ci N . ×èñëî êîíòàêòîâ â

öåïè iu  áóäåì íàçûâàòü ðàçìåðíîñòüþ öåïè iu .

Ìíîæåñòâî U  õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) âñå ëîãè÷åñêèå êîíòàêòû ïðèíàäëåæàò öåïÿì




1

CN

i
i

u V ;                               (1.11)

2) öåïè íå èìåþò îáùèõ ëîãè÷åñêèõ êîíòàêòîâ

 





  
1

1

1

C CN N

i j
i j i

u u ;                         (1.12)
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3) öåïè ñîäåðæàò íå ìåíåå äâóõ êîíòàêòîâ

 2im ,  1, Ci N .                         (1.13)

Ïóñòü òàêæå èìååòñÿ ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ

  


1

EN

i i
E e ,  0EN . Èíâàðèàíòíûé îáúåêò ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ êîíòàêòîâ ie 

1 2

,  ,  , i i i
ri

j j j
v v v
   
    , ãäå ir  – ÷èñëî ëîãè÷åñêèõ êîíòàêòîâ â èíâàðè-

àíòíîì îáúåêòå ie . Îáîçíà÷èì      
1 2

  ,  ,  , i i i
ri

i j j j
e v v v  – ñîîòâåòñò-

âóþùåå ie  íåóïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ êîíòàê-

òîâ,   i ir Card e ,  1,  Ei N .

Ìíîæåñòâî E  õàðàêòåðèçóåòñÿ òàêèìè ñâîéñòâàìè:
1) âñå ëîãè÷åñêèå êîíòàêòû ïðèíàäëåæàò èíâàðèàíòíûì

îáúåêòàì



 
1

EN

i
i

e V ;                             (1.14)

2) èíâàðèàíòíûå îáúåêòû íå èìåþò îáùèõ êîíòàêòîâ





 

     
1

1

1

E EN N

i j
i j i

e e ;                        (1.15)

3) èíâàðèàíòíûå îáúåêòû ñîäåðæàò íå ìåíåå îäíîãî êîíòàêòà

 1ir ,  1,  Ei N .                          (1.16)

Òðîéêó ìíîæåñòâ  ,  , V U E , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì

(1.11)–(1.16), áóäåì íàçûâàòü ñõåìîé. Ìíîæåñòâî öåïåé çàäàåò

ãèïåðãðàô  , G V U , êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà èíöèäåí-

öèè 



c V

ij N N
C C , 

  

1,  

0,  

j i

ij
j i

v U
C

v U
. Äëÿ êàæäîãî ëîãè÷åñêîãî

êîíòàêòà èçâåñòåí íîìåð èíâàðèàíòíîãî îáúåêòà 
jK , êîòîðîìó

îí ïðèíàäëåæèò   1 ,  , 
EV j Nj N K I , è ïîðÿäêîâûé íîìåð  jn

ýòîãî êîíòàêòà â èíâàðèàíòíîì îáúåêòå  1 ,    ,
K j

V j rj N n I 


 .

Ââåäåíèå èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ ñòðóêòóðèðóåò ìíîæåñòâî ëî-
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ãè÷åñêèõ êîíòàêòîâ. Èíâàðèàíòíûé îáúåêò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåêîòîðóþ íåäåëèìóþ åäèíèöó, åìó ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò ëîãè-
÷åñêîé ñõåìû óñòðîéñòâà.

Çàäàíû òàêæå ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâî   


  

1
 

N

i i
 êîììóòàöèîííûõ ïîëåé (êîíñòðóêòè-

âîâ) – îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûõ îáëàñòåé â äâóìåðíîì åâêëèäî-

âîì ïðîñòðàíñòâå   2
i R    1, i N , ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé -

îáúåêòû [22]. Íà êàæäîì êîíñòðóêòèâå çàäàíà òî÷êà 
iO  – íà÷à-

ëî ñèñòåìû êîîðäèíàò (ïîëþñ). Èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ïëîùàäåé

êîíñòðóêòèâîâ  
  1, iS i N .

Ìíîæåñòâî   


1

HN

i i
H H  ìîäóëåé – -îáúåêòîâ â 2R . Äëÿ êàæ-

äîãî ìîäóëÿ èçâåñòíû ïîëîæåíèå íà íåì ïîëþñà H
iO  è åãî ïëî-

ùàäü H
iS .

Ìíîæåñòâî   


1

WN

i i
W w  îáúåêòîâ, íàçûâàåìûõ â äàëüíåéøåì

ôèçè÷åñêèìè êîíòàêòàìè  W VN N . Äëÿ ôèçè÷åñêîãî êîíòàêòà

ñ íîìåðîì j    1, Wj N  èçâåñòíû íîìåð ìîäóëÿ jK , êîòîðîìó

äàííûé êîíòàêò ïðèíàäëåæèò  
Hj NK I , è êîîðäèíàòû êîíòàê-

òà   ( , )j jx y   íà jK -ì ìîäóëå â ñèñòåìå êîîðäèíàò    
j j j

H
K K KX O Y .

Ìíîæåñòâà  



1

 
iP

i i
j

j
T T ,  1,  Ei N  íàçíà÷åíèé äëÿ èíâàðèàíò-

íûõ îáúåêòîâ. Íàçíà÷åíèå äëÿ ³-ãî èíâàðèàíòíîãî îáúåêòà ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ir  ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ

ôèçè÷åñêèõ êîíòàêòîâ 
  

 
1 2

( ,  ,  , )ij ij ij
ri

i
jT w w w ,

1 21 2 1 2           ,      
i i

ij ij
E j P ri N I I                .   (1.17)

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îïðåäåëåíèé ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêè
îñíîâíûõ çàäà÷ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â ôîðìå (1.8)–
(1.10), ñîäåðæàòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ï,
ñïîñîá çàïèñè êðèòåðèåâ è îãðàíè÷åíèé.

Çàäà÷à ðàçáèåíèÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî çàäàíî èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå

èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ, ò. å. íåêîòîðûé íàáîð      1 2 )( ,  ,  , 
EN ,

ãäå  
ii nI ,  i in P ,  1,  Ei N , îïðåäåëÿåò íîìåð  i  íàçíà÷åíèÿ
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äëÿ èíâàðèàíòíîãî îáúåêòà ie . Íàáîð   çàäàåò âàðèàíò ýëåê-

òðè÷åñêîé ñõåìû óñòðîéñòâà, ò. å. ñõåìû ñîåäèíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ
êîíòàêòîâ.

Ìíîæåñòâà iA  â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæå-

ñòâà êîììóòàöèîííûõ ïîëåé, äîñòóïíûõ äëÿ íàçíà÷åíèÿ ³-ãî ìî-

äóëÿ,  Hm N . Äëÿ ³-ãî ìîäóëÿ äîñòóïíî in N  ïîëåé. Âàðèàíò

ðàçáèåíèÿ îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì      1 2( , ,  ,  )
HN , ãäå  

ii nI .

Êîìïîíåíòó i  ñîîòâåòñòâóåò íîìåð  i  êîììóòàöèîííîãî ïîëÿ.

Ïóñòü   , i – îïåðàòîð, îïðåäåëÿþùèé íîìåð ìîäóëÿ, ê êîòîðî-

ìó ïðè äàííîì ðàñïðåäåëåíèè   îòíåñåí ëîãè÷åñêèé êîíòàêò iv :

  


     


,   
Ki Ki
ni

i K .                         (1.18)

Òîãäà êðèòåðèé êà÷åñòâà, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûé â çà-
äà÷àõ ðàçáèåíèÿ, – ñóììàðíîå ÷èñëî âíåøíèõ ñâÿçåé áëîêîâ
(êîíñòðóêòèâîâ) – ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå





   
1

( ) ( )
N

t
t

f ,                            (1.19)

ãäå

   ,  , 
1 1 1

( )   sign  1 ( , ) )( ) ( ,   
C V VN N N

t ji iji i
j i i

f c t c t   
  

 
        

 
            (1.20)

– ÷èñëî âíåøíèõ ñâÿçåé t-ãî áëîêà,  
1, 

,   
0, 

i j
i j

i j


   

.

Îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å ðàçáèåíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ îáû÷íî íà
÷èñëî âíåøíèõ ñâÿçåé êàæäîãî áëîêà:

( )t tf N ,  1, t N ,                       (1.21)

ãäå tN  – ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå ÷èñëî âíåøíèõ ñâÿçåé t-ãî

áëîêà, è íà ñóììàðíóþ ïëîùàäü ìîäóëåé â áëîêàõ:

  



   
1

, 
HN

H
i i t t

i

S t S ,                        (1.22)

ãäå t  – ïðåäåëüíûé êîýôôèöèåíò çàïîëíåíèÿ áëîêà,   0 1t .

×àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à êîìïî-
íîâêè, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ðàñïðåäåëåíèè èíâàðèàíòíûõ îáúåê-
òîâ äî ðàçìåùåíèÿ ìîäóëåé. Êðèòåðèåì êà÷åñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ
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      1 2,  ,  , 
EN  ñëóæèò, êàê ïðàâèëî, ñóììàðíîå ÷èñëî

âíåøíèõ ñâÿçåé ìîäóëåé:

   


   
1

 
HN

t
t

f ,                          (1.23)

ãäå

         
1 1 1

  sign  1 ,  ,  ,  , 
C V VN N N

t ji ji
j i i

f c i t c i t
  

 
          

 
      (1.24)

– ÷èñëî âíåøíèõ ñâÿçåé t-ãî ìîäóëÿ. Îãðàíè÷åíèÿìè êîìïî-
íîâêè ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà íåïåðåñå÷åíèå íàçíà÷åíèé èíâà-
ðèàíòíûõ îáúåêòîâ (äâà ëîãè÷åñêèõ êîíòàêòà íå ìîãóò áûòü íà-
çíà÷åíû íà îäèí ôèçè÷åñêèé):

     
 


  

 ,  0
ji KK ji

i j

KK

n n , ,  1,  Vi j N , i j .           (1.25)

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíî èñõîäíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ – âåêòîð  . Ìîäóëè

  , 1, i HH i N , íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü â îáëàñòè , t Nt I


  . Ïðè

íåèçìåííîé îðèåíòàöèè ìîäóëåé ïîëîæåíèå ëþáîé îáëàñòè iH  â

îáëàñòè t  ìîæíî îäíîçíà÷íî îïèñàòü äâóìÿ ïàðàìåòðàìè – êî-

îðäèíàòàìè ( ix , iy ) òî÷êè H
iO  â ñèñòåìå êîîðäèíàò    tX O Y . Ðàç-

ìåùåíèå âñåõ HN  ìîäóëåé, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü îïèñàíî

âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ ðàçìåðíîñòè 2 :HN   1 1,  ,  ,  ,  , 
H HN Nx x y y 

[22]. Â äèñêðåòíîì âàðèàíòå çàäà÷è äëÿ êàæäîé îáëàñòè iH  çàäà-

åòñÿ íàáîð êîîðäèíàò ðàçðåøåííûõ äëÿ íåå iq  ïîñàäî÷íûõ ìåñò

 ,  , , i t i t
j jx y ,  1, ij q . Ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå íåñêîëüêèõ ðàçðå-

øåííûõ îðèåíòàöèé äëÿ êàæäîãî ìîäóëÿ äîáàâëÿåò â ñïèñîê êî-
îðäèíàò ïîñàäî÷íûõ ìåñò ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë ïîâîðîòà è
ïðèíöèïèàëüíî íå èçìåíÿåò ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé.

Ìíîæåñòâà iA  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, òàêèì îáðàçîì, ìíîæå-

ñòâà äîñòóïíûõ äëÿ ³-ãî ìîäóëÿ ïîñàäî÷íûõ ìåñò,  Hm N . Äëÿ

³-ãî ìîäóëÿ äîñòóïíî i in q  ïîñàäî÷íûõ ìåñò. Âàðèàíò ðàçìåùå-

íèÿ îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì       1 2,  ,  , 
HN , ãäå  

ii nI . Êîì-

ïîíåíòó i  ñîîòâåòñòâóåò íîìåð  i  ïîñàäî÷íîãî ìåñòà.
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Òðàäèöèîííûé êðèòåðèé êà÷åñòâà ðàçìåùåíèÿ – ñóììàðíàÿ
äëèíà ïîëóïåðèìåòðîâ ìèíèìàëüíûõ îõâàòûâàþùèõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ öåïåé – çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

     , ,

: :1 1
1

max min  
c

K K
ji ji

N
K t K t

n n
i c i c

j

x x x x
   
        
 

   

   , ,

: 1 : 1
max min ,

K K
ji ji

K t K t
n n

i c i c
y y y y

  
     
 

               (1.26)

ãäå 


   


i Ki

i

K

nn ,     , K i .

Îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåùåíèÿ âêëþ÷àþò òðåáîâàíèÿ íåïåðåñå÷å-

íèÿ îáëàñòåé è ðàñïîëîæåíèÿ âíóòðè îáëàñòè t :

  
 

  
       

  , ,

1 1

,    
H H

i i

N N
i t i t H

i t i
i i

S H x y S ,              (1.27)

ãäå ( )S  – ïëîùàäü ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè,  ,iH x y  – îáëàñòü

iH , ðàñïîëîæåííàÿ â t  òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîëþñ H
iO  íàõîäèòñÿ

â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè  , x y  â ñèñòåìå êîîðäèíàò    tX O Y .

Çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ. Ñ÷èòàåì, ÷òî

ðàçìåùåíèå ìîäóëåé â îáëàñòè t  ïðîâåäåíî, çàäàí âåêòîð

      1 2, ,  , 
HN .

Ìíîæåñòâà iA  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà âàðèàíòîâ íàçíà-

÷åíèÿ äëÿ ³-ãî èíâàðèàíòíîãî îáúåêòà,  Em N . Äëÿ ³-ãî èíâàðèàíò-

íîãî îáúåêòà äîñòóïíî i in p  íàçíà÷åíèé. Âàðèàíò ðàñïðåäåëåíèÿ

èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì       1 2,  ,  , 
EN ,

ãäå  
ii nI . Êîìïîíåíòó i  ñîîòâåòñòâóåò íîìåð íàçíà÷åíèÿ  i .

Êðèòåðèåì êà÷åñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ
ìîæåò áûòü êðèòåðèé ðàçìåùåíèÿ – ñóììàðíàÿ äëèíà ïîëóïå-
ðèìåòðîâ ìèíèìàëüíûõ îïèñàííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ öåïåé:

     , ,

: :1 1
1

max min
c

K K
ji ji

N
K t K t

n n
i c i c

j

x x x x
   

        
 

   

   , ,

: 1 : 1
max min

K K
ji ji

K t K t
n n

i c i c
y y y y

  
     
 

   ,              (1.28)

ãäå 


   


i Ki

i

K

nn ,     , K i .
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Â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé âûñòóïàþò òðåáîâàíèÿ íåïåðåñå÷å-
íèÿ èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ (äâà ëîãè÷åñêèõ êîíòàêòà íå ìîãóò
áûòü íàçíà÷åíû íà îäèí ôèçè÷åñêèé):

     
 


  

 ,  0
ji KK ji

i j

KK

n n , ,  1,  Vi j N , i j .            (1.29)

Çàäà÷à ðàññëîåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíû ðàñïðåäåëåíèå
èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ è ðàçìåùåíèå ìîäóëåé, ò. å. èçâåñòíû
âåêòîðû   è  .

Â çàäà÷å ðàññëîåíèÿ ìíîæåñòâà iA  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíî-

æåñòâà òðàññ äëÿ ³-é öåïè (ìîäåëèðóåìûõ, íàïðèìåð, îïèñàííû-
ìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè èëè òðàññàìè èçâåñòíîé êîíôèãóðàöèè),

ðàñïîëîæåííûå íà ðàçëè÷íûõ ñëîÿõ,  cm N . Âñåãî â êîíñòðóê-

öèè çàäàíî SN  ñëîåâ. Äëÿ ³-é öåïè äîñòóïíî i Sn N  ñëîåâ. Âà-

ðèàíò ðàññëîåíèÿ çàäàåòñÿ âåêòîðîì       1 2,  ,  ,
cN , ãäå  

ii nI .

Êîìïîíåíòó i  ñîîòâåòñòâóåò íîìåð ñëîÿ ió .

Êðèòåðèåì êà÷åñòâà ÷àùå âñåãî âûñòóïàåò ñóììà êîýôôèöè-
åíòîâ êîíôëèêòíîñòè öåïåé:

   


  

        
1

1 1

  , 
c cN N

ij i j
i j i

f ,                   (1.30)

ãäå ijf  – êîýôôèöèåíò êîíôëèêòíîñòè öåïåé ñ íîìåðàìè i  è

j .

Êîýôôèöèåíòû êîíôëèêòíîñòè ìîãóò áûòü ïðîïîðöèîíàëü-
íû, íàïðèìåð, ïëîùàäè ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ öåïåé. Îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å ðàññëîåíèÿ îáû÷íî íå íàêëà-
äûâàþòñÿ.

Çàäà÷à òðàññèðîâêè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïðåäûäóùèå çà-
äà÷è ðåøåíû. Ïîëîæåíèå âñåõ ëîãè÷åñêèõ êîíòàêòîâ íà êîììó-
òàöèîííîì ïîëå èçâåñòíî.

Ìíîæåñòâà iA  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà òðàññ (ôèçè÷å-

ñêèõ ðåàëèçàöèé) äëÿ ³-é öåïè,  Cm N . Òðàññà ðàññìàòðèâàåòñÿ,

êàê ñâÿçàííîå òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî,   – îáúåêò â ïðîñòðàíñòâå

3R  [22] è âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ôèçè÷åñêèå êîí-

òàêòû. Äëÿ ³-é öåïè ðàññìàòðèâàåòñÿ ih  âîçìîæíûõ òðàññ. Âàðèàíò

òðàññèðîâêè çàäàåòñÿ âåêòîðîì       1 2,  ,  ,
CN , ãäå , 

ii nI 
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i in h . Êîìïîíåíòó i  ñîîòâåòñòâóåò íîìåð òðàññû  i . Ïðîöåññ

ïåðå÷èñëåíèÿ òðàññ ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì
íåêîòîðûõ ýâðèñòè÷åñêèõ ïðèåìîâ [23–25] è â îáùåì ñëó÷àå
èìååò çíà÷èòåëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé êðèòåðèé êà÷åñòâà òðàññèðîâ-
êè – ñóììàðíàÿ äëèíà âûáðàííûõ òðàññ:

   
1

 
C

i

N
i

i

l a


    .                          (1.31)

Ñðåäè îãðàíè÷åíèé âûäåëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå (îãðàíè÷å-
íèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ):

   0,   ,  1   ,, 
i j

i j
CS a a i j N i j      ,              (1.32)

è ôóíêöèîíàëüíûå (âçàèìíûå åìêîñòè òðàññ):

 ,  ,   ,  1,     ,  
i j

i j
Cc a a c i j N i j      .            (1.33)

Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó òðàññè-
ðîâêè â êàíàëå [26]. Êàíàëüíàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî
îðãàíèçîâûâàòü ïåðå÷èñëåíèå òðàññ, ïîäñ÷åò êðèòåðèÿ è îãðàíè-
÷åíèé. Òåì íå ìåíåå ñïåöèàëüíûé âèä ìîäåëè íå îãðàíè÷èâàåò

îáùíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Ñîäåðæàíèå ìíîæåñòâ iA  êà-

÷åñòâåííî îñòàåòñÿ òåì æå, èçìåíÿþòñÿ ëèøü ñïîñîáû ïåðå÷èñ-
ëåíèÿ òðàññ, ïîäñ÷åòà îãðàíè÷åíèé è êðèòåðèÿ.

Ñ÷èòàåì êàíàë ãîðèçîíòàëüíûì, îáùåå ÷èñëî ìàãèñòðàëåé

êàíàëà – mN . Â ëþáîì ñå÷åíèè êàíàëà èçâåñòíû íîìåðà äîïóñ-

òèìûõ äëÿ òðàññèðîâêè ìàãèñòðàëåé. Ôèçè÷åñêèå êîíòàêòû ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ âäîëü âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö êàíàëà è õàðàêòåðè-
çóþòñÿ ñâîèìè ãîðèçîíòàëüíûìè êîîðäèíàòàìè îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîãî óñëîâíîãî ëåâîãî êðàÿ êàíàëà. Äëÿ âåðõíåãî êðàÿ êà-
íàëà êîîðäèíàòû ñ÷èòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, äëÿ íèæíåãî –
îòðèöàòåëüíûìè, ìàãèñòðàëè â êàíàëå íóìåðóþòñÿ ñâåðõó âíèç.

Â êàíàëå íåîáõîäèìî ðàçâåñòè N  öåïåé. Öåïè ñ íîìåðîì i
ñîîòâåòñòâóåò ñïèñîê êîîðäèíàò åå ôèçè÷åñêèõ êîíòàêòîâ

 1 2,  ,  , 
i

i i i
mx x x , ãäå  im  – êîëè÷åñòâî êîíòàêòîâ äàííîé öåïè â

êàíàëå, ïðè÷åì 1 ,   1 ,  1i i
j j ix x j m   . Öåïü ìîæåò çàíèìàòü íå

áîëåå îäíîé ìàãèñòðàëè, ïîýòîìó âàðèàíò òðàññû ïîëíîñòüþ îï-

ðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì íîìåðà ìàãèñòðàëè öåïè  i . Òàêèì îáðà-
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çîì, îðãàíèçóåòñÿ ïåðå÷èñëåíèå òðàññ. Âåêòîð       1 2,  ,  , N ,

ãäå ,  
ii n i mI n N   , îïðåäåëÿåò âàðèàíò òðàññèðîâêè öåïåé â

êàíàëå, ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê òðàññû ³-é öåïè ïðîõîäèò ïî

ìàãèñòðàëè ñ íîìåðîì  i .
Êðèòåðèé (1.31) äëÿ êàíàëüíîé ìîäåëè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

   1
1 1

1 sign(
    sig

)
n

2

i

i

imN
i i ik
m k i

i k

x
x x N x

 

  
        

   
   .      (1.34)

Îãðàíè÷åíèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ (1.32) ïðèíèìàþò âèä

      
1 1

, max 0,  sign  sign 1
ji

mm
i j i j
k s k i s i

k s

x x x x
 

        

      1 1,  max 0, min ,  max ,  1 0,
i j

i j i j
i j m mx x x x            (1.35)

 ,  1 , ,  i j N i j .

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûå çàäà÷è êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ ÌÝÓ ìîãóò áûòü ôîðìàëüíî çàïèñàíû â âèäå âûðàæå-
íèé (1.8)–(1.10). Îòìåòèì ïðåèìóùåñòâà òàêîé ïîñòàíîâêè.

Ìîäåëü (1.9) ïðåäïî÷òèòåëüíåå òðàäèöèîííûõ ïåðåñòàíîâî÷-
íûõ ìîäåëåé äëÿ çàäà÷ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ïåðå-

ñòàíîâêà m  ÷èñåë íå ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî îïèñûâàòü âû-

áîð ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ     1, iA i m  â ñëó÷àå ÷àñòè÷íîãî íåñîâ-

ïàäåíèÿ ìíîæåñòâ, ðàçíîé èõ ìîùíîñòè, âîçìîæíîñòè âûáîðà èç
íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ ýëåìåíòîâ ñ îäíèì è òåì æå íîìåðîì. Èñ-
ïîëüçîâàíèå äëÿ ýòèõ öåëåé ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìîäåëåé òðåáóåò
äîïîëíèòåëüíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðèåìîâ [27]. Ìîäåëü (1.9) äî-
ïóñêàåò ÷àñòè÷íîå íåñîâïàäåíèå, ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ëèáî äàæå

âîîáùå ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó ìíîæåñòâ iA . Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëü-

çîâàòü åå íå òîëüêî ïðè ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêå âñåõ îñíîâíûõ
çàäà÷ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, íî è ïðè ñîâìåñòíîé
ïîñòàíîâêå íåñêîëüêèõ çàäà÷.

Òàê êàê âûáîð êîíêðåòíîé îïòèìèçàöèîííîé ìîäåëè âî
ìíîãîì îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó àëãîðèòìà, òî ìîäåëü (1.9) ïîðîæ-
äàåò íîâûå àëãîðèòìû êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, ðàíåå
äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ íå èñïîëüçîâàâøèåñÿ.

Ìîäåëü (1.9) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ìåòðèçàöèè ìíîæå-
ñòâà Ï ìåòðèêè ìíîæåñòâ Ai. Òàêîé ïîäõîä áîëüøå ñîîòâåòñòâóåò
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êîíêðåòíîìó ñîäåðæàíèþ çàäà÷è, ÷åì èñïîëüçîâàíèå òðàäèöèîí-
íûõ ìåòðèê êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Ïîñòàíîâêà (1.8)–(1.10) äàåò âîçìîæíîñòü, â îòëè÷èå îò ïå-
ðåñòàíîâî÷íûõ ìîäåëåé, ýôôåêòèâíî îïèñûâàòü àëãîðèòìû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî òèïà, îáúåäèíÿòü íà÷àëüíûå àëãîðèòìû è àëãî-
ðèòìû îïòèìèçàöèè íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîñòàíîâêà (1.8)–
(1.10), â îòëè÷èå îò ïîñòàíîâêè íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê,
ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ìîäåëèðîâàòü îñëàáëåíèå îãðàíè÷åíèé
(íàïðèìåð, âîçìîæíîñòü óñòàíîâêè íåñêîëüêèõ ìîäóëåé íà îäíî

ïîñàäî÷íîå ìåñòî), àãðåãàöèþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ iA .

Àëüòåðíàòèâîé ìíîæåñòâó ïåðåñòàíîâîê â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëÿõ çàäà÷ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ÌÝÓ ìîãóò áûòü
êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà, îáëàäàþùèå çàäàííûìè êîìáèíà-
òîðíûìè ñâîéñòâàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåøàåìîé çàäà÷å. Êîí-
ñòðóêòèâíûì ñðåäñòâàì îïèñàíèÿ, ãåíåðàöèè è ïåðå÷èñëåíèÿ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè,
ïîñâÿùåíà ãëàâà 2.

Ñïåöèôè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðî-
åêòèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìàëàÿ ìîùíîñòü îáëàñòè

äîïóñòèìûõ ðåøåíèé P :  Card P Card . Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íà-

ëè÷èåì áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îãðàíè÷åíèé, ïðåæäå âñåãî ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ÷àñòî äàæå ïîëó÷åíèå äîïóñòè-

ìîãî ðåøåíèÿ   P  ÿâëÿåòñÿ òðóäíîðàçðåøèìîé çàäà÷åé. Äîïóñ-

òèìîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå îïòèìèçàöèè
íåêîòîðîãî íåäîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ èñêóññòâåííîå âûâåäåíèå ïðîöåññà îïòèìèçàöèè èç îá-
ëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ìîæåò ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü êà÷å-

ñòâî îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ, òàê êàê îáëàñòü P , êàê ïðàâèëî,
ìíîãîñâÿçíà. Íåîáõîäèìîñòü ñðàâíåíèÿ êà÷åñòâà èñêóññòâåí-

íûõ ðåøåíèé òðåáóåò äîîïðåäåëåíèÿ êðèòåðèÿ  ( )  (ôóíêöèè

ïîëåçíîñòè) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà  . Ïî-
ýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâèòü ïåðåõîä îò çàäà÷è îïòèìèçà-
öèè (1.8)–(1.10) ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ñ ïîìîùüþ
ââåäåíèÿ îãðàíè÷åíèé â êðèòåðèé è ïîñòðîåíèÿ øòðàôíîé
ôóíêöèè:




        
1

( ) ( ) ( ( ) )
M

j j j
j

F g b ,             (1.36)

ãäå   0j  – øòðàôíûå êîýôôèöèåíòû, 

  
    

, 0
( )

0, 0
.
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Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåîáðàçîâàííàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

 


  * arg min
Ï

F ,                       (1.37)

1 2
Ï    

mn n nI I I   .                     (1.38)

Ïåðåõîä ê ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè ïîçâîëÿåò
ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü îïòèìèçàöèîííûõ ìåòî-
äîâ ïðè ñèíòåçå êîíñòðóêöèé ÌÝÓ. Ïðè ðàñ÷åòå øòðàôíûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå èçâåñòíûå
ïîäõîäû [28].

1.3. ОБЩАЯ СХЕМА АЛГОРИТМА РЕШЕНИЯ
ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧ КОНСТРУКТОРСКОГО

ПРОЕКТИРОВАНИЯ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåí ôîðìàëüíûé ïðîöåññ ïîñòðîå-
íèÿ îïòèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðî-
âàíèÿ. Ââåäåí ñïîñîá ìåòðèçàöèè êîìáèíàòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
ó÷èòûâàþùèé ñîäåðæàíèå êîíêðåòíîé çàäà÷è. Ïðåäëîæåíà îá-
ùàÿ ñõåìà èòåðàöèîííî-ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷
êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðåíû êðèòåðèè âûáî-
ðà ìíîæåñòâ â ñõåìå ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà, èñïîëüçóþ-
ùèå ýëåìåíòû òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ðàññìîòðåí âû-
áîð ìíîæåñòâ â ñõåìå èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà. Èññëåäîâàíû
ñïîñîáû ïîâûøåíèÿ ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ àëãîðèòìîâ.

1.3.1. Метризация комбинаторного пространства

Ëþáîé àëãîðèòì êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè òàê èëè èíà÷å
ñòðóêòóðèðóåò ïðîöåññ ïåðåáîðà ýëåìåíòîâ êîìáèíàòîðíîãî ìíî-
æåñòâà. Àëãîðèòì, êàê ïðàâèëî, çàêàí÷èâàåò ðàáîòó ëèáî ïî èñ-
òå÷åíèè çàäàííîãî âðåìåíè, ëèáî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëî-
êàëüíîé îïòèìàëüíîñòè. Áóäåì ñòðîèòü ïðîöåññ ïîèñêà ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1.37)–(1.38) ïî îáùåé ñõåìå àëãîðèòìîâ ëîêàëüíîé îï-
òèìèçàöèè:

 
*  

1 1

*  1

Ï,  

arg min ,   0,1 ,  
t

t t

t

R R
F t

 



   
             (1.39)

Ñïîñîá ôîðìèðîâàíèÿ ïîäìíîæåñòâ 1tR  ìîæåò áûòü ïðîèç-

âîëüíûì. Òðàäèöèîííîå èñïîëüçîâàíèå äëÿ ýòèõ öåëåé ìåòðèêè
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ìíîæåñòâà Ï íå îáÿçàòåëüíî: îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìó-
ìà íå òðåáóåò ââåäåíèÿ ìåòðèêè íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñò-

âå. Ïîäìíîæåñòâà tR  ìîãóò ôîðìèðîâàòüñÿ, íàïðèìåð, ñëó÷àéíî,

ëèáî çàäàâàòüñÿ íåêîòîðîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà ìíî-
æåñòâå Ï. Ñïîñîá ôîðìèðîâàíèÿ ïîäìíîæåñòâ ìîæåò îêàçàòü
ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà àëãîðèòìà îïòè-
ìèçàöèè.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå Ï.
Äàííûé âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì, òàê êàê óñïåõ îïòèìèçàöèè âî
ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì ìåòðèêè ñîäåðæàíèþ çàäà÷è.

Ìåòðèêà

    


      1 2 1 2

1

,     1 ,  
m

i i
i

,               (1.40)

ãäå  


  

1, 
,   

0, 

i j
i j

i j
, ÿâëÿåòñÿ âî ìíîãîì òðàäèöèîííîé äëÿ êîì-

áèíàòîðíûõ çàäà÷ è ðîäñòâåííà òðàíñïîçèöèîííîé ìåòðèêå [22]
ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Ï îïðåäåëÿ-
åòñÿ êîëè÷åñòâîì ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòîâ ñîîòâåòñò-
âóþùèõ âåêòîðîâ. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë (1.40)
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. Âûïîëíåíèå àêñèîì òîæäåñòâà è ñèììåòðèè
î÷åâèäíî.

Äîêàæåì âûïîëíåíèå àêñèîìû òðåóãîëüíèêà.

Ïóñòü     1 2

1,   r ,     2

2

3,   r . Òîãäà  1 3,    

  
   

    
1 2 3 2

1 3 1 3 1 2 3

1 1:  ,  ,  0

1 ,  1 ,  ,   ( , 

i i i i

m m

i i i i i i i
i ii

m
       

                  

 2

1 2 1 2   ) .i m m r r r r      
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ìåòðèêà (1.40) íå ñâÿçàíà ñ ñîäåðæàíèåì êîíêðåòíîé çàäà÷è.

Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî – îäíîâðåìåííî è ïðåèìóùåñòâî, è íå-
äîñòàòîê. Ïðåèìóùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ îáùíîñòü ïîëó÷àåìîãî àëãî-
ðèòìà îïòèìèçàöèè, íåäîñòàòêîì – îòíîñèòåëüíî íèçêàÿ ýô-
ôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà ïðè ðåøåíèè êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷è.
Äëÿ ó÷åòà ñîäåðæàòåëüíûõ îñîáåííîñòåé çàäà÷è ìíîæåñòâî Ï

ìîæíî ìåòðèçîâàòü, èñïîëüçóÿ ìåòðèêè èñõîäíûõ ìíîæåñòâ iA :

   1 2

1 2

1
,    max ,    

i i

i i
i i

i m
a a
  

      ,                (1.41)
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ãäå   .i  – ìåòðèêà ìíîæåñòâà  1, iA i m ,   0i  – âåñîâîé

êîýôôèöèåíò. Òîãäà áëèçîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ï â ñìûñëå
ìåòðèêè (1.41) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü «áëèçîñòè» ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ iA  (ïîñàäî÷íûõ ìåñò, òðàññ è ò. ï.).

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë (1.41) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. Àêñèî-
ìû òîæäåñòâà è ñèììåòðèè âûïîëíÿþòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ.

Äîêàæåì âûïîëíåíèå àêñèîìû òðåóãîëüíèêà:  1 3,     

   1 2 3 2,   ,            . Ïóñòü  1 30
1

arg max , 
i i

i i
i i

i m
i a a

  
   . Òîãäà

       
                     

     
 0 0 0 0 0 0

1 3 1 2 3 20 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

1 3,     ,   ,   ,  
i i i i i i

i i i i i i
i i i i i ia a a a a a

       1 2 3 2 1 2 3 2
1 1
max ,     max ,     ,    , 

i i i i

i i i i
i i i i

i m i m
a a a a
      

              .

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Íåîáõîäèìî äîîïðåäåëèòü ìåòðèêè ìíîæåñòâ iA  äëÿ ýëåìåí-

òîâ  0   1, ia i m , ñîîòâåòñòâóþùèõ îòñóòñòâèþ âûáîðà. Ñäåëàåì

ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

     0 0 0 0    ,  0,   ,    ,  ,   1,
i

i i i i i i
n i i j i jj I a a a a a a i m         ,

ãäå  
1

1
min min , 

2

i i
i n k

i m n k
a a

  
   .

Ôóíêöèîíàëû   ( ),   1, i i m  (ñëåäîâàòåëüíî, è  ( ) ), äîîïðå-

äåëåííûå òàêèì îáðàçîì, ïåðåñòàþò áûòü ìåòðèêàìè è ñòàíîâÿò-

ñÿ ñèììåòðèêàìè, òàê êàê äëÿ ýëåìåíòîâ 0
ia  íå âûïîëíÿåòñÿ íå-

ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Îäíàêî ýòî íå ìåøàåò èñïîëüçîâàíèþ

ôóíêöèîíàëà  ( )  äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïîäìíîæåñòâ tR  â àëãî-

ðèòìå îïòèìèçàöèè.

Ñòðîèì ïîäìíîæåñòâà tR  êàê ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

îêðåñòíîñòåé:

  * 1,   | ,   t
t t t t tR R R R r        ,

   * 1  | ,   t
t tR r       ,    1,2, t .

Ïðè ýòîì ðàäèóñ îêðåñòíîñòè tr   â ìåòðèêå   .  îãðàíè÷èâàåò

êîëè÷åñòâî îäíîâðåìåííî ðàññìàòðèâàåìûõ â ïðîöåññå îïòèìè-
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çàöèè ìíîæåñòâ iA , à ðàäèóñ îêðåñòíîñòè tr   â ñèììåòðèêå   .

îãðàíè÷èâàåò «ïåðåìåùåíèÿ» ìîäóëåé, öåïåé, èíâàðèàíòíûõ
îáúåêòîâ. Âåñîâûå êîýôôèöèåíòû â (1.41) çàäàþò, ïî ñóòè, ðà-

äèóñû îêðåñòíîñòåé â ñèììåòðèêàõ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ iA :

     1 2 1 2

1 2

1

1
,  max ,  ,  ,   1 .,

i i i i

i i i i
i i t i t

i m
i

a a r a a r i m
    

           




Ïðè 1,  1,i i m    â -îêðåñòíîñòè êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ , i
ja

1, ij n , íàõîäèòñÿ ýëåìåíò 0
ia , ñîîòâåòñòâóþùèé îòñóòñòâèþ âû-

áîðà, à â -îêðåñòíîñòè ýëåìåíòà 0
ia  íàõîäÿòñÿ âñå ýëåìåíòû

,  1, i
j ia j n .

Ââåäåíèå ñèììåòðèêè (1.41), ïîçâîëÿþùåå áîëåå àäåêâàòíî
ñîäåðæàíèþ çàäà÷è óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû àáñòðàêòíîãî êîìáè-
íàòîðíîãî ìíîæåñòâà Ï, ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì óñêî-
ðåíèÿ ïðîöåññà îïòèìèçàöèè çà ñ÷åò îòäåëåíèÿ ìåíåå ïåðñïåê-
òèâíûõ âàðèàíòîâ. Òàêîé ïðèåì ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì îïèñûâàòü, íàïðèìåð, àëãîðèòìû ïåðåñòàíîâîê ñîñåäíèõ
ìîäóëåé, îáîáùàòü äàííûå àëãîðèòìû íà äðóãèå çàäà÷è êîíñò-
ðóèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî çà îäèí ïðîõîä â àëãîðèòìå ïàðíûõ
ïåðåñòàíîâîê ñîñåäíèõ (â ñìûñëå áëèçîñòè èõ ïîñàäî÷íûõ ìåñò)

ìîäóëåé [29] èññëåäóåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ðåøåíèé tR , îáðàçîâàí-

íîå ïåðåñå÷åíèåì îêðåñòíîñòåé òåêóùåãî âàðèàíòà ðåøåíèÿ, îã-

ðàíè÷åííûõ â ìåòðèêå   .  ðàäèóñîì 2tr    (ïàðíûå ïåðåñòà-

íîâêè), à â ñèììåòðèêå   .  – ðàäèóñîì 1tr    (ñîñåäíèå ìîäó-

ëè). Ìåòðèêà ìíîæåñòâ ïîñàäî÷íûõ ìåñò ïðè ýòîì îáû÷íî áå-
ðåòñÿ îðòîãîíàëüíîé èëè åâêëèäîâîé.

Ïðè 4,   1t tr r    ïîëó÷àåì âàðèàíò àëãîðèòìîâ ñêàíèðîâà-

íèÿ [30]. Â îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé íà ðàäèóñ îêðåñòíîñòè â

ñèììåòðèêå   .  ïðè 2, 3, tr    ïîëó÷àåì âàðèàíòû àëãîðèòìà

ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê, ïîëíîãî òðîè÷íîãî ïåðåáîðà è ò. ä. [31].

Îãðàíè÷åíèÿ íà ðàäèóñ îêðåñòíîñòè â ñèììåòðèêå   .  êà÷åñò-

âåííî ñíèæàþò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. Åñëè ñëîæ-
íîñòü îáû÷íîãî àëãîðèòìà ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê ìîæíî îöåíèòü

êàê  20 m , òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê ñîñåä-

íèõ ìîäóëåé îöåíèâàåòñÿ êàê  0 m .
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Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòìû ïåðåáîðà ðåøåíèé â ïîäìíîæåñòâàõ

tR  ïðè 2tr    òîæäåñòâåííû àëãîðèòìàì ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê

ëèøü äëÿ óçêîãî êëàññà çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ. Àëãîðèòìû ïåðåáîðà

ýëåìåíòîâ ïîäìíîæåñòâ tR  ïðè 2tr    ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèìè è

ìîãóò áûòü íàçâàíû àëãîðèòìàìè ïàðíûõ ïåðåíàçíà÷åíèé.

1.3.2. Общая схема итерационно-последовательного
алгоритма

Â êà÷åñòâå îáùåé ñõåìû ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ
çàäà÷ (1.35) ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà èòåðàöèîííî-ïîñëåäîâàòåëüíîãî
àëãîðèòìà. Ñõåìà îáîáùàåò îïûò ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ êîíñò-
ðóèðîâàíèÿ, à òàêæå ñîâìåñòíî ñ ââåäåííûì ñïîñîáîì ôîðìèðî-

âàíèÿ ïîäìíîæåñòâ tR  ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü øèðîêèé íàáîð

èçâåñòíûõ îïòèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ è ïðåäëîæèòü ïðèíöè-
ïèàëüíî íîâûå. Ñõåìà âêëþ÷àåò äâà àëãîðèòìà, íàçâàííûõ óñ-
ëîâíî èòåðàöèîííûìè è ïîñëåäîâàòåëüíûìè. Èòåðàöèîííûé
àëãîðèòì íà êàæäîì øàãå âûäåëÿåò íåêîòîðûé íàáîð ìíîæåñòâ

, i mA i I I  , äëÿ êîòîðûõ ðåøàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ îïòèìèçà-

öèîííóþ çàäà÷ó ïîñëåäîâàòåëüíûì àëãîðèòìîì. Ïîñëåäîâàòåëü-
íûé àëãîðèòì â ïðîöåññå ðàáîòû ìîæåò èñïîëüçîâàòü èòåðàöè-
îííûé àëãîðèòì äëÿ îïòèìèçàöèè ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòè÷íûõ
ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèå êðèòåðèÿ ïðåâûñèëî ïðåäâàðè-
òåëüíóþ îöåíêó.

Ëîãèêà ñîçäàíèÿ èòåðàöèîííî-ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìû îñíî-
âûâàåòñÿ íà çàìåíå ïîíÿòèÿ ïåðåñòàíîâêè ïîíÿòèåì ïåðåíàçíà-
÷åíèÿ ïðè ïåðåõîäå îò ïåðåñòàíîâî÷íîé ìîäåëè ê ïðÿìîìó ïðî-
èçâåäåíèþ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ, çàìåíå ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ

ïîäìíîæåñòâà tR  ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì. Ïðè ýòîì èñïîëü-

çîâàíû èäåè ìåòîäîâ ñå÷åíèé (ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà) – âû-

áîð èòåðàöèîííûì àëãîðèòìîì ñå÷åíèÿ tR  ðàçìåðíîñòè p  è ïî-

ñëåäóþùèé ïåðåáîð ïîñëåäîâàòåëüíûì àëãîðèòìîì ñå÷åíèé åäè-
íè÷íîé ðàçìåðíîñòè. Óïðàâëåíèå ðàçìåðíîñòüþ âûáèðàåìûõ
èòåðàöèîííûì àëãîðèòìîì ñå÷åíèé îáåñïå÷èâàåòñÿ âîçìîæíî-
ñòüþ âûçîâà èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíûì. Èòå-
ðàöèîííûé àëãîðèòì îïðåäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî ìîäóëåé, öåïåé,
èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ, à ïîñëåäîâàòåëüíûé âûïîëíÿåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîå íàçíà÷åíèå ýòîìó ìíîæåñòâó ïîñàäî÷íûõ ìåñò,
òðàññ, ôèçè÷åñêèõ êîíòàêòîâ.
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Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåàëèçóåòñÿ îïåðàòîðîì B :

   * 0, ,   B R I ,                        (1.42)

ãäå 0  – íà÷àëüíîå ðåøåíèå, Ï,    ,mR I I 

  1 1 mR J J J , 
 

0

0

,  

0,1 ,  ,  ,   ,    

i
i

i i i i

i I
J

J n i I J

         
.

Íà ï-ì øàãå àëãîðèòìà îïåðàòîðîì âûáîðà W  âûáèðàåòñÿ

ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ  ,  , n nI I I W I n   . Ñîîòâåòñòâóþùåå

ðåøåíèå íà äàííîì øàãå èìååò âèä

      
    

1 1 1

1 1 1

, ,   ,   , ,  
 

,  , ,    

n n n n n

n

n n n n

D R I F D R I F

F D R I F

  

  

     
   

,      (1.43)

ãäå  .D  – îïåðàòîð, ðåàëèçóþùèé ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïîëàãàþò ðàâíûì   * h , ãäå h  – íîìåð

øàãà, íà êîòîðîì âûïîëíèëîñü óñëîâèå îñòàíîâà àëãîðèòìà. Ïî-

ñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì ðåàëèçóåòñÿ îïåðàòîðîì D :

   * 0, , D R I                         (1.44)

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ð-øàãîâóþ ïðîöåäóðó,   p Card I . Íà k-ì

øàãå îïåðàòîðîì âûáîðà V  âûáèðàåòñÿ èíäåêñ   1,  , kj V I j 

2 1,  , kj j  ,    1 2 1\ ,   ,  , k kj I j j j .

Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå íà äàííîì øàãå ðàâíî

   
      



 

       
      

 



1

1 1
1 2

, 
 

, ,  ,  ,  ,  , 

k k k
kk

k k k
k k

F F

B R j j j F F
,      (1.45)

ãäå

 
1 2

Ï Ï Ï

arg min  
k k k

m

k F
  

   ,  
   

1 2

1
1 2 1

,  

Ï   0,   \ ,  ,  , 

,  \ ,  ,  , 

i k

k
i k

k
i m k

J i j

i I j j j

i I I j j j


 
  
   

. (1.46)

Ðåøåíèå çàäà÷è ïîëàãàþò ðàâíûì   * p . Ïàðàìåòð k  ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäâàðèòåëüíóþ îöåíêó óìåíüøåíèÿ êðèòåðèÿ.

Ðåàëüíîå óìåíüøåíèå êðèòåðèÿ ìîæåò áûòü ìåíüøå k, íàïðèìåð,
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â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ îãðàíè÷åíèé ïðè âûáîðå 

k
k
jk

ja . Òîãäà ïðî-

âîäèòñÿ ïîâòîðíûé âûáîð ÷àñòè ýëåìåíòîâ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ,
ò. å. ìîäåëèðóåòñÿ ïðîöåññ ñíÿòèÿ-ïåðåðàçìåùåíèÿ, ñíÿòèÿ-ïåðå-
òðàññèðîâêè è ò. ï. Àíàëîãè÷íûé ïðîöåññ ìîæåò èìåòü ìåñòî,
íàïðèìåð, ïðè ïðåâûøåíèè òðàññîé äîïóñòèìîé äëèíû.

Ðèñ. 1.1. Ñõåìà èòåðàöèîííî-ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî àëãîðèòìà
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Ãðàôè÷åñêè ñõåìà èòåðàöèîííî-ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà
èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.1. Ñõåìà èìååò äâà âõîäà: àëãîðèòì ìîæåò
áûòü èíèöèàëèçèðîâàí ëèáî êàê ïîñëåäîâàòåëüíûé, ëèáî êàê
èòåðàöèîííûé. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì
ïðèìåíÿåòñÿ êî âñåé çàäà÷å (1.39), âî âòîðîì – ê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïîäçàäà÷, ãåíåðèðóåìûõ èòåðàöèîííûì àëãîðèòìîì.
Êîëè÷åñòâî âëîæåíèé âûçîâîâ ïîñëåäîâàòåëüíûì àëãîðèòìîì
èòåðàöèîííîãî (ïðîöåäóðà ñíÿòèÿ ïåðåíàçíà÷åíèÿ) ìîæåò áûòü
îãðàíè÷åíî ëèáî çàäàíèåì ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîãî ÷èñëà âëî-

æåíèé, ëèáî ïîñòåïåííûì óìåíüøåíèåì îöåíîê K.

Çàäàíèå ðàäèóñà tr   îêðåñòíîñòè tR îãðàíè÷èâàåò ðàçìåð-

íîñòü p ãåíåðèðóåìûõ èòåðàöèîííûì àëãîðèòìîì ïîäçàäà÷.

Çàäàíèå ðàäèóñà tr   îãðàíè÷èâàåò «ïåðåìåùåíèÿ» ìîäóëåé,

èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ, öåïåé. Åñëè ìîäóëü (èíâàðèàíòíûé îáúåêò,

öåïü) óæå ðàçìåùåí, òî ïðè 
1

t

i

r   


 îí ìîæåò áûòü ëèáî ïåðå-

ìåùåí íà ðàññòîÿíèå, íå ïðåâûøàþùåå 
1

t

i

r 


, ëèáî ñíÿò. Åñëè

ìîäóëü (èíâàðèàíòíûé îáúåêò, öåïü) åùå íå ðàçìåùåí, òî îí
ìîæåò áûòü ðàçìåùåí íà ëþáîå äîñòóïíîå åìó ïîñàäî÷íîå ìåñòî

(â ñèëó äîîïðåäåëåíèÿ ñèììåòðèêè (1.41)). Ïðè 
1

t

i

r   


 ìîäóëü

íå ìîæåò áûòü íè ñíÿò (åñëè îí ðàçìåùåí), íè ðàçìåùåí (åñëè
îí ñíÿò). «Ñâîáîäà» ïåðåìåùåíèÿ ìîäóëåé, èíâàðèàíòíûõ îáú-

åêòîâ, öåïåé ïðè çàäàííîì tr   îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè âåñîâûõ

êîýôôèöèåíòîâ      1,i i m .

Òàêèì îáðàçîì, èòåðàöèîííî-ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñõåìà ïðàê-
òè÷åñêè ñòèðàåò ðàçëè÷èÿ ìåæäó òðàäèöèîííî îòíîñèìûìè ê
ðàçëè÷íûì êëàññàì àëãîðèòìàìè èòåðàöèîííîãî è ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî òèïîâ, àëãîðèòìàìè ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ è
àëãîðèòìàìè óëó÷øåíèÿ íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ.

1.3.3. Критерии выбора множеств
в схеме последовательного алгоритма

Ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì âêëþ÷àåò äâå îñíîâíûå îïåðà-

öèè – âûáîð ìíîæåñòâà èç ñïèñêà I  è âûáîð ýëåìåíòà äàííîãî
ìíîæåñòâà (ñì. ðèñ. 1.1). Â áîëüøèíñòâå àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóå-
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ìûõ íà ïðàêòèêå, ýòè äâå îïåðàöèè îòäåëåíû äðóã îò äðóãà è
âûïîëíÿþòñÿ íåçàâèñèìî. Íà ýòîì ïðèíöèïå ïîñòðîåíû àëãî-
ðèòìû ðàçáèåíèÿ [32], ðàçìåùåíèÿ [26], ðàñïðåäåëåíèÿ èíâàðè-
àíòíûõ îáúåêòîâ [29], ðàññëîåíèÿ [33], òðàññèðîâêè [26]. Âûáîð
ýëåìåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ïîëíûì ïåðåáîðîì ëè-
áî îöåíêîé âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìíîæåñòâà ñïèñêà I  ìîãóò âûáèðàòüñÿ
ëèáî ñëó÷àéíî, ëèáî â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå (â ïîðÿäêå íóìåðà-
öèè). Îäíàêî òàêîé ñïîñîá âûáîðà ìàëîýôôåêòèâåí. Ñîçäàíèå
áîëåå ñëîæíûõ ñõåì âûáîðà èìååò öåëüþ ìàêñèìàëüíî êîìïåí-
ñèðîâàòü îñíîâíîé íåäîñòàòîê ïîñëåäîâàòåëüíûõ àëãîðèòìîâ:
íåâîçìîæíîñòü ïîëíîñòüþ ó÷åñòü âêëàä â êîíå÷íîå çíà÷åíèå
êðèòåðèÿ òåõ ìíîæåñòâ, ýëåìåíòû èç êîòîðûõ åùå íå âûáðàíû.
Èíûìè ñëîâàìè, ïðè âûáîðå î÷åðåäíîãî ìîäóëÿ (öåïè) ñëàáî
ó÷èòûâàåòñÿ åãî âëèÿíèå íà åùå íå ðàçìåùåííûå ìîäóëè (öåïè).

Ïîïûòêîé ïðèäàòü êðèòåðèþ âûáîðà ìàêñèìàëüíóþ äîñòî-
âåðíîñòü ñòàëî ââåäåíèå ïðèíöèïà «ìàêñèìàëüíîé êîíúþíê-
öèè–ìèíèìàëüíîé äèçúþíêöèè» [34], ìàêñèìèçèðóþùåãî «ìåðó

ñâÿçíîñòè» âûáèðàåìîãî ìíîæåñòâà 
tj

A  ñ ìíîæåñòâàìè, èç êîòî-

ðûõ óæå ïðîèçâåäåí âûáîð ýëåìåíòîâ   ( : ,  0)n m nA n I , è ìè-

íèìèçèðóþùåãî «ìåðó ñâÿçíîñòè» ñ ìíîæåñòâàìè, èç êîòîðûõ

âûáîð ýëåìåíòîâ åùå íå ïðîèçâåäåí   ( : ,  0)n m nA n I . Â êà÷å-

ñòâå «ìåðû ñâÿçíîñòè»   â çàäà÷àõ ðàçáèåíèÿ, ðàçìåùåíèÿ, ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ èñïîëüçóåòñÿ êîëè÷åñòâî öå-

ïåé, ñâÿçûâàþùèõ ìîäóëü tj  ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïîäìíîæåñòâîì

ìîäóëåé [26], à â çàäà÷àõ ðàññëîåíèÿ è òðàññèðîâêè – ñòåïåíü

êîíôëèêòíîñòè öåïè tj  ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïîäìíîæåñòâîì öå-

ïåé [33], [35]. Äåéñòâèòåëüíî, ÷åì ìåíüøå «ñâÿçíîñòü» ìíîæåñò-

âà 
kj

A  ñ ìíîæåñòâàìè : ,  0n m nA n I   , òåì ìåíüøå «íåîïðåäå-

ëåííîñòü» ïðè âûáîðå ýëåìåíòîâ èç äàííîãî ìíîæåñòâà. Ôîð-
ìàëüíî îäèí èç âàðèàíòîâ êðèòåðèÿ ìàêñèìàëüíîé êîíúþíê-
öèè–ìèíèìàëüíîé äèçúþíêöèè ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

      
        

11
\

:  arg max ,  | ,  0 ,  | ,  0
kk m n m n

j I I
V j j n n I j n n I ,

   (1.47)

ãäå     0
1 2  ,  ,  ,  ,  k

kI j j j I .

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå êðèòåðèåâ âûáîðà ïðèâåëî ê ÷àñòè÷íî-
ìó ñîâìåùåíèþ îïåðàöèé âûáîðà ìíîæåñòâà è ýëåìåíòà, ê áîëåå
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ïîëíîìó ó÷åòó âëèÿíèÿ ìíîæåñòâ ñïèñêà \ tI I  è âûðàçèëîñü â

ñîçäàíèè ìàòðè÷íûõ ñõåì ðàçìåùåíèÿ ìîäóëåé [26]. Â äàííûõ
àëãîðèòìàõ ðåàëèçîâàíû ïðèíöèïû âûáîðà ñòðàòåãèé â óñëîâèÿõ
íåîïðåäåëåííîñòè, èçâåñòíûå â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé
[36]. Ïîñêîëüêó ìàòðè÷íûå àëãîðèòìû çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ êàê
îäèí èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ñðåäè àëãîðèòìîâ ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî òèïà [26], ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåòü ïðèëîæå-
íèÿ íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è (1.37)–(1.38) è èñ-
ñëåäîâàòü ñðàâíèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü ïîëó÷åííûõ êðèòåðèåâ
íà ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Êðèòåðèè òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðåäïîëàãàþò íà-
ëè÷èå îöåíîê ýôôåêòèâíîñòè âûáîðà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
ñïèñêà I:

    1,   0,1,  ,  ,   \k k
ji ji n j I I .                (1.48)

Ïî àíàëîãèè ñ ìàòðè÷íûìè àëãîðèòìàìè ðàçìåùåíèÿ [26]

äëÿ çàäàííîãî âàðèàíòà ðåøåíèÿ   áóäåì ñòðîèòü îöåíêè (1.48)

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè íå ïðåâûøàëè ñîîòâåòñòâóþùåé íèæ-
íåé ãðàíèöû êðèòåðèÿ:

 
 

1

Ï
0 1

,   \

min ,   Ï ,  

,   \
S

k
S S

k
ji S

k
s n

s I I

F i s j

I s I j I








            
   

 ,       (1.49)

ãäå   0 0,1 ,  ,
sn sI n . Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îöåíêè ìîãóò áûòü

ðàâíûìè [37]

 

1

1

,   \

,   ,  

0,   \ ( )

k
s

k
ji s

k

s I I

i s j

s I I j






  
      
  

.            (1.50)

Îñîáåííîñòü èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé ïðèìåíèòåëüíî ê ïîñòàíîâêå (1.37)–(1.38) çàêëþ-

÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îöåíêè k
ji  ôîðìèðóþò íå ìàòðèöó, à ìíîæåñò-

âî âåêòîðîâ ðàçëè÷íîé äëèíû. Ïîýòîìó êðèòåðèè âûáîðà äîëæ-
íû áûòü ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ñêîððåêòèðîâàíû. Ñîãëàñíî
[26], [36] îïðåäåëèì ñëåäóþùèå êðèòåðèè âûáîðà:
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 êðèòåðèé âçâåøåííîãî ñðåäíåãî [36]:

 

 
12

\ 1

1
:  arg min

j

k

n

k
k ji

j I I ij

V j
n

;                    (1.51)

 ìàêñèìèííûé êðèòåðèé (êðèòåðèé Âàëüäà) [36]:


 

13
\

:  arg max min
k

k
k ji

ij I I

V j ;                   (1.52)

 êðèòåðèé Äæèëìîðà [26]:


 

14
\

:  arg min max
k

k
k ji

ij I I

V j ;                    (1.53)

 êðèòåðèé ïåññèìèçìà-îïòèìèçìà (êðèòåðèé Ãóðâèöà) [36]:

  15
\

:  arg max min 1 max , 0 1;
k

k k
k ji ji

i ij I I

V j


                (1.54)

 êðèòåðèé Õèëëåðà [26]:




16
\

:  arg max
k

k
k j

j I I

V j r ,                      (1.55)

ãäå 


   
0

0

mink k k
j ji ji

i i
r ,  0 arg min K

ji
i

i . Âûáîð ýëåìåíòà èç ìíîæå-

ñòâà 
kj

A  ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íåçàâèñèìî, îäíàêî öåëåñîîáðàçíî

äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçîâàòü ïîñòðîåííûå îöåíêè  0 
k jk

k
j i ni I   è

âûáèðàòü, ñîãëàñíî [26], ýëåìåíò 
0

kj

ia , ãäå  0 arg min
k

k
j i

i
i .

Åñëè ïîëîæèòü     1 2 mn n n n , òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæ-

íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà êðèòåðèÿõ

âûáîðà 2 6–V V  , âû÷èñëåííàÿ â îïåðàöèÿõ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê k
ji ,

ðàâíà  20 p n , ãäå   p Card I . Â çàäà÷àõ ðàçìåùåíèÿ n  (÷èñëî

ïîñàäî÷íûõ ìåñò) ìîæåò áûòü ñëèøêîì âåëèêî. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èñïîëüçîâàíèå â êðèòåðèÿõ âûáîðà ìîäó-
ëåé ìàêðîäèñêðåòíûõ ìîäåëåé. Âûáðàâ ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçìåð
ìàêðîäèñêðåòà, ìîæíî îãðàíè÷èòü n  ëþáûì çàäàííûì ÷èñëîì.

Ïðè ýòîì k
ji  áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îöåíêó ýôôåêòèâíîñòè

ðàçìåùåíèÿ j-ãî ìîäóëÿ ïî íåêîòîðûì îáëàñòÿì êîììóòàöèîí-

íîãî ïîëÿ. Âûáîð ïîñàäî÷íîãî ìåñòà äëÿ ìîäóëÿ Kj  ìîæåò îñó-

ùåñòâëÿòüñÿ ñ ïðèìåíåíèåì îáû÷íûõ ìèêðîäèñêðåòíûõ ìîäåëåé

â îáëàñòè ñ íîìåðîì 0i .
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Ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè

êðèòåðèåâ âûáîðà 1 6–V V   â çàäà÷àõ ðàçìåùåíèÿ. Ðåøàëàñü çàäà÷à

êâàäðàòè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ [26] 34 ìîäóëåé íà 36 ïîñàäî÷íûõ
ìåñò, ðàñïîëîæåííûõ â 4 ðÿäà ïî 9 ïîñàäî÷íûõ ìåñò â ðÿäó. Â
òàáë. 1.1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ (çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ) 6
çàäà÷ ïîñëåäîâàòåëüíûì àëãîðèòìîì ñ êðèòåðèÿìè âûáîðà ìîäó-

ëåé 1 6–V V  . Ïåðâàÿ ñõåìà ñîåäèíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èç-

âåñòíûé òåñò Øòåéíáåðãà [26], ñõåìû 2–6 ñãåíåðèðîâàíû ñëó-
÷àéíî. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîçèöèÿìè îöåíèâàëîñü â îðòîãîíàëü-

íîé ìåòðèêå, â êðèòåðèè 5V  ïîëàãàëè, ÷òî   0,5 .

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïîêàçàëè, ÷òî íàèáîëåå ýôôåêòèâ-
íûìè ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìèííûé êðèòåðèé è êðèòåðèé Õèëëåðà,
ïðè÷åì êðèòåðèé ìèíèìàëüíîãî ðèñêà ýôôåêòèâíåå ìàêñèìèí-
íîãî, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè, ïðèâåäåííûìè â ðàáîòå [37].

Â òàáë. 1.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ 5 çàäà÷ òðàññè-
ðîâêè â êàíàëå ñ ÷åòûðüìÿ ìîäèôèêàöèÿìè èíòåðâàëüíîãî àëãî-
ðèòìà [29] è ïîñëåäîâàòåëüíûìè àëãîðèòìàìè, ïîñòðîåííûìè íà
ïðèíöèïàõ ìàêñèìèíà è ìèíèìàëüíîãî ðèñêà. Ðåçóëüòàòû ïî-
çâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä îá ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííûõ èãðî-
âûõ ñõåì âûáîðà öåïåé, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü
àëãîðèòìà ìèíèìàëüíîãî ðèñêà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì
ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Êðèòåðèé òðàññèðîâêè âû÷èñëÿëñÿ ïî (1.34),
îãðàíè÷åíèÿ ó÷èòûâàëèñü ñ ïîìîùüþ øòðàôíûõ ôóíêöèé.

Â òàáë. 1.3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ 5 çàäà÷ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñîåäèíåíèé ñõåìû ïî 7 ñëîÿì. Ñðàâíèâàëèñü òðèâèàëüíûé
àëãîðèòì ðàññëîåíèÿ öåïåé â ïîðÿäêå íóìåðàöèè [33], àëãîðèòì
ðàññëîåíèÿ öåïåé íà îñíîâå ôîðìèðîâàíèÿ ñåìåéñòâà âíóòðåííå
óñòîé÷èâûõ ìíîæåñòâ (ÂÓÌ) [33] è àëãîðèòìû ðàññëîåíèÿ, îñ-
íîâàííûå íà ïðèíöèïàõ ìàêñèìèíà è ìèíèìàëüíîãî ðèñêà.

Т А Б Л И Ц А  1.1. Результаты сравнения эффективности критериев выбо-

ра  V V1 6–  на задачах размещения

Критерий выбора
Номер
схемы V1

V2
V3

V4
V5

V6

1 6962 8784 8959 5425 8828 5189
2 26394 30022 27584 24644 29677 23110
3 27641 32876 31624 27846 30071 26096
4 26813 27277 29698 25223 27277 24019
5 28313 32294 31438 26526 32464 26458
6 31814 36041 35137 29524 34691 26141
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Т А Б Л И Ц А  1.2. Результаты сравнения эффективности последователь-
ных алгоритмов канальной трассировки

Интервальные алгоритмы
Номер
задачи

Количество
цепей

1 2 3 4

V4
V6

1 4 38 12 14 38 12 14
2 5 36 56 58 36 14 14
3 9 185 101 187 181 79 79
4 25 579 751 579 781 411 345
5 25 604 776 604 806 400 320

Т А Б Л И Ц А  1.3. Результаты сравнения эффективности последователь-
ных алгоритмов расслоения

Номер
схемы

Количество
цепей

Тривиальный
алгоритм

Алгоритм фор-
мирования ВУМ

V4
V6

1 222 384,5 415,8 441,8 297,3
2 343 618,7 536,2 513,3 386,0
3 513 917,3 1135,8 899,3 736,5
4 187 353,8 327,5 343,8 236,9
5 255 397,0 402,6 376,3 317,3

Т А Б Л И Ц А  1.4. Результаты сравнения эффективности последователь-
ных алгоритмов разбиения

Номер
схемы

Количество
модулей

Алгоритм
из [32]

Алгоритм макс.
конъюнкции –

мин. дизъюнкции
V4

V6

1 37 60 46 52 30
2 112 96 68 73 52
3 87 83 62 85 45
4 25 44 37 35 17
5 57 76 58 72

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîäòâåðæäàþò ñðàâíèòåëüíóþ ýôôåêòèâ-
íîñòü àëãîðèòìà ìèíèìàëüíîãî ðèñêà.

Â òàáë. 1.4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ 5 òåñòîâûõ çàäà÷
ðàçáèåíèÿ. Çàäà÷à 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçâåñòíûé òåñò Ê.Ê. Ìî-
ðîçîâà [32], çàäà÷è 2–5 ñãåíåðèðîâàíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì.
Ñðàâíèâàëèñü ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì ðàçáèåíèÿ, ïðåäëîæåí-
íûé â [32], àëãîðèòì ìàêñèìàëüíîé êîíúþíêöèè–ìèíèìàëüíîé
äèçúþíêöèè [26] è ïîñëåäîâàòåëüíûå àëãîðèòìû ðàçáèåíèÿ, ïî-
ñòðîåííûå íà ïðèíöèïàõ ìàêñèìèíà è ìèíèìàëüíîãî ðèñêà.
Êðèòåðèé ðàññ÷èòûâàëñÿ ïî ôîðìóëå (1.19).
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Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé, ïðèâåäåííûõ â
òàáë. 1.1–1.4, ìîæíî ñäåëàòü îáùèé âûâîä î ñðàâíèòåëüíîé ýô-
ôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà ìèíèìàëüíîãî ðèñêà. Ðàññìîòðåííîå îá-
îáùåíèå äàííîãî êðèòåðèÿ âûáîðà íà ïîñòàíîâêó çàäà÷è (1.37)–
(1.38) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíûå
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ îñíîâíûõ çàäà÷ êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ.

1.3.4. Выбор множеств в схеме итерационного
алгоритма

Êîëè÷åñòâî îäíîâðåìåííî âûáèðàåìûõ ìíîæåñòâ   p Card I

(ðàçìåðíîñòü ïîäçàäà÷) â ñõåìå èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà (ñì.

ðèñ. 1.1) îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñîì tr   îêðåñòíîñòè â ìåòðèêå (1.40).

Ïðè 1tr    èëè 2tr    âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû ïîçâîëÿþò, êàê

ïðàâèëî, îðãàíèçîâàòü ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ âàðèàíòîâ âûáîðà
ìíîæåñòâ, ïîðîæäàþùèé àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè ñîîòâåòñòâåí-
íî åäèíè÷íûìè èëè ïàðíûìè ïåðåíàçíà÷åíèÿìè ìîäóëåé, öå-
ïåé, èíâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ. Ñõåìû äàííûõ àëãîðèòìîâ ìîãóò
áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Àëãîðèòì 1.1 (àëãîðèòì îäèíî÷íûõ ïåðåíàçíà÷åíèé):

Øàã 1. Ïîëîæèòü   * 0 .

Øàã 2. Ïîëîæèòü  0S .

Øàã 3. Ïîëîæèòü  0j .

Øàã 4. Ïîëîæèòü  1j j .

Øàã 5. Ïîëîæèòü    1 *, , D R j .

Øàã 6. Ïîëîæèòü  1S S .

Øàã 7. Åñëè      1 *F F , òî èäòè ê øàãó 10.

Øàã 8. Ïîëîæèòü   * 1 .

Øàã 9. Ïîëîæèòü  0S .

Øàã 10. Åñëè S m , òî îñòàíîâ.

Øàã 11. Åñëè j m , òî èäòè ê øàãó 4.

Øàã 12. Èäòè ê øàãó 3.
Àëãîðèòì 1.2 (àëãîðèòì ïàðíûõ ïåðåíàçíà÷åíèé):

Øàã 1. Ïîëîæèòü   * 0 .

Øàã 2. Ïîëîæèòü  0S .

Øàã 3. Ïîëîæèòü 1 0i .
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Øàã 4. Ïîëîæèòü  1 1 1i i .

Øàã 5. Ïîëîæèòü 2 1i i .

Øàã 6. Ïîëîæèòü  2 2 1i i .

Øàã 7. Ïîëîæèòü     1 *

1 2, ,  , D R i i .

Øàã 8. Ïîëîæèòü  1S S .

Øàã 9. Åñëè      1 *F F , òî èäòè ê øàãó 12.

Øàã 10. Ïîëîæèòü   * 1 .

Øàã 11.  0S .

Øàã 12. Åñëè 
 


1

2

m m
S , òî îñòàíîâ.

Øàã 13. Åñëè 2i m , òî èäòè ê øàãó 6.

Øàã 14. Åñëè  1 1i m , òî èäòè ê øàãó 4.

Øàã 15. Èäòè ê øàãó 3.
Àëãîðèòì 1.1 èìååò, òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíóþ, à àëãîðèòì

1.2 – êâàäðàòè÷íóþ ñëîæíîñòü. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî àëãîðèòìû
îäèíî÷íûõ ïåðåíàçíà÷åíèé áóäóò èìåòü âûñîêîå áûñòðîäåéñò-
âèå, íî îáëàäàòü ïðè ýòîì áîëåå ñèëüíûìè ëîêàëüíûìè ñâîéñò-
âàìè. Èõ ïðèìåíåíèå ýôôåêòèâíî â çàäà÷àõ ñî ñëàáûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè. Àëãîðèòìû ïàðíûõ ïåðåíàçíà÷åíèé, ïðîèãðûâàÿ â áû-
ñòðîäåéñòâèè, ÿâëÿþòñÿ áîëåå ìîùíûì ñðåäñòâîì îïòèìèçàöèè,
òàê êàê èññëåäóþò îêðåñòíîñòè áîëüøåãî ðàäèóñà. Îíè ïðåäñòàâ-
ëÿþò ãîðàçäî áîëåå øèðîêèé êëàññ àëãîðèòìîâ, ÷åì àëãîðèòìû
ïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê.

Ïðè 2tr    ïåðåáðàòü âñå âàðèàíòû âûáîðà ìíîæåñòâ ïðàêòè-

÷åñêè íåâîçìîæíî. Ðàññìîòðèì ñõåìó àëãîðèòìà ãðóïïîâûõ ïå-
ðåíàçíà÷åíèé, îñóùåñòâëÿþùåãî ÷àñòè÷íûé ïåðåáîð âàðèàíòîâ.

Çàäàäèì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà   ñèñòåìó N  ïîäìíîæåñòâ ìîù-

íîñòè p           1 2  ,   , , NI I I  íîìåðîâ ìíîæåñòâ  jI  

      1 2,   , ,   ,   1, j j j
pi i i j N       è áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïåðå-

áîð ïîäìíîæåñòâ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå. Ïîðÿäîê ïåðåáîðà
ìîæåò áûòü ëèáî çàäàí çàðàíåå, ëèáî èçìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè
îò õîäà ïðîöåññà îïòèìèçàöèè. Ñõåìó àëãîðèòìà çàïèñûâàåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Àëãîðèòì 1.3 (àëãîðèòì ãðóïïîâûõ ïåðåíàçíà÷åíèé):

Øàã 1. Ïîëîæèòü   * 0 .

Øàã 2. Ïîëîæèòü  0n .
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Øàã 3. Ïîëîæèòü  0S .

Øàã 4. Çàäàòü ñèñòåìó          1 * 2 * *,   ,  , NI I I .

Øàã 5. Ïîëîæèòü  1n n .

Øàã 6. Ïîëîæèòü   1, n nj f j S .

Øàã 7. Ïîëîæèòü      1 * *, ,  njD R I .

Øàã 8. Ïîëîæèòü  1S S .

Øàã 9. Åñëè      1 *F F , òî èäòè ê øàãó 12.

Øàã 10. Ïîëîæèòü   * 1 .

Øàã 11. Èäòè ê øàãó 3.

Øàã 12. Åñëè S N , òî îñòàíîâ.
Øàã 13. Èäòè ê øàãó 5.
Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòìû 1.1 è 1.2 òàêæå ìîãóò áûòü îïèñàíû

ñõåìîé àëãîðèòìà 1.3. Â äàííîì ñëó÷àå ñèñòåìà       1 , , NI I

âêëþ÷àåò âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû âûáîðà ìíîæåñòâ, ïîðÿäîê
ïåðåáîðà ïîäìíîæåñòâ ñèñòåìû çàäàí çàðàíåå, ñîäåðæèìîå ïîä-
ìíîæåñòâ íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ýëåìåíòà  . Â àëãîðèòìàõ

îïòèìèçàöèè ðàçìåùåíèÿ ñêàíèðîâàíèåì [30], íàïðèìåð, ñîäåð-

æèìîå ïîäìíîæåñòâ  jI  çàâèñèò îò òåêóùåãî âàðèàíòà ðàç-

ìåùåíèÿ, ñàìà æå ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ âêëþ÷àåò òîëüêî ÷àñòü èç
âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ âûáîðà ìîäóëåé. Ïîðÿäîê ïåðåáîðà ïîä-
ìíîæåñòâ â àëãîðèòìàõ ñêàíèðîâàíèÿ çàäàí çàðàíåå.

1.3.5. Усиление глобальных свойств алгоритмов

Ðàññìàòðèâàåìûå àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè, ïîñòðîåííûå ïî
ïðèíöèïó (1.39), ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìàìè ëîêàëüíîãî ïîèñêà, ò. å.
èññëåäóþò ìíîæåñòâî Ï â îêðåñòíîñòè òåêóùåãî íàèëó÷øåãî

íàéäåííîãî ðåøåíèÿ *t . Àëãîðèòìû ïðåêðàùàþò ðàáîòó, åñëè â

çàäàííîé îêðåñòíîñòè *t  íå íàéäåíî ëó÷øèõ âàðèàíòîâ. Ðåøå-

íèå, íàéäåííîå ñ ïîìîùüþ òàêèõ àëãîðèòìîâ, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-
íî-îïòèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî èññëåäîâàâøåéñÿ îêðåñòíîñòè.

Ðàññìîòðèì äâà îñíîâíûõ ïóòè óñèëåíèÿ ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ
ëîêàëüíûõ àëãîðèòìîâ – óâåëè÷åíèå ðàäèóñà îêðåñòíîñòè ïîèñ-
êà è èçìåíåíèå ðåøàþùåãî ïðàâèëà ïðè îöåíêå ïåðåáèðàåìûõ
âàðèàíòîâ ðåøåíèé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå àëãîðèòì ïîëó÷àåò âîç-

ìîæíîñòü «ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ ïî ñêëîíó», ò. å. â êà÷åñòâå *t
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âûáèðàòü íå íàèëó÷øèé âàðèàíò. Èçìåíåíèå ðåøàþùåãî ïðàâè-
ëà ïîçâîëÿåò òàêæå îêàçûâàòü âëèÿíèå íà ñïîñîá ôîðìèðîâàíèÿ
îêðåñòíîñòè.

Óâåëè÷åíèå ðàäèóñà îêðåñòíîñòè tr   âëå÷åò çà ñîáîé óâåëè÷å-

íèå ìîùíîñòè ïîäìíîæåñòâ   ,   1, jI j N  è, ñëåäîâàòåëüíî,

ðàçìåðíîñòè ðåøàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíûì àëãîðèòìîì ïîäçàäà÷.

Óâåëè÷åíèå ðàäèóñà îêðåñòíîñòè tr   óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî

ïðîñìàòðèâàåìûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ  ,  ,  1, j
iA i I j N   . Åñëè

âðåìÿ ðàáîòû ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà âîçðàñòàåò íåëèíåé-
íî ñ óâåëè÷åíèåì ýòèõ ïàðàìåòðîâ, òî óâåëè÷åíèå ðàäèóñà îêðå-
ñòíîñòè ìîæåò ïðèâåñòè ê íåäîïóñòèìîìó ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ óâåëè÷åíèþ âðåìåíè ðàáîòû èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà.
Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïóòåé ñíèæåíèÿ âðåìåííûõ çàòðàò ïðè ðà-
áîòå èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðå-
øåíèÿ ïîäçàäà÷ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà ìåíüøåé âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñëîæíîñòè è, êàê ïðàâèëî, áîëåå íèçêîé òî÷íîñòè.
Òàêîé ïîäõîä ìîæåò äàòü ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ÷åì èñïîëüçîâàíèå
áîëåå òî÷íîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà, íî äëÿ ðåøåíèÿ ïîä-
çàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïîòåðÿ òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîãî
àëãîðèòìà êîìïåíñèðóåòñÿ óâåëè÷åíèåì ðàäèóñà îêðåñòíîñòè.

Â òàáë. 1.5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è
ðàçìåùåíèÿ Øòåéíáåðãà [26] îäíèì èç âàðèàíòîâ àëãîðèòìà
ãðóïïîâûõ ïåðåíàçíà÷åíèé äëÿ íåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ ðàçìåùå-
íèé. Äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè ðåøàåìûõ ïîäçàäà÷ èñ-
ïîëüçîâàíû äâà âàðèàíòà ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà: àëãîðèòì

ðàçìåùåíèÿ ïî ñâÿçíîñòè (êðèòåðèé âûáîðà 1V ) è àëãîðèòì ìè-

íèìàëüíîãî ðèñêà (êðèòåðèé âûáîðà 6V ). Óêàçàíî çíà÷åíèå êðè-

òåðèÿ ðàçìåùåíèÿ (â îðòîãîíàëüíîé ìåòðèêå) è âðåìåíè ðåøå-
íèÿ çàäà÷. Íà îñíîâàíèè äàííûõ òàáë. 1.5 ìîæíî ñäåëàòü íåêî-
òîðûå âûâîäû. Ñ óâåëè÷åíèåì ðàäèóñà îêðåñòíîñòè êà÷åñòâî ðå-
øåíèÿ óëó÷øàåòñÿ. Ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ ìåíåå
ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ïî ñâÿç-

íîñòè ïîçâîëÿåò ïðè 10tr    çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âðåìÿ ðåøå-

íèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ìèíèìàëüíîãî
ðèñêà. Ïðè áîëüøîì ðàäèóñå îêðåñòíîñòè êà÷åñòâî êîíå÷íîãî
ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò êà÷åñòâà íà÷àëüíîãî, íà-
÷àëüíîå ðàçìåùåíèå ìîæåò âîîáùå îòñóòñòâîâàòü. Òàêèì îáðàçîì,
óâåëè÷åíèå îêðåñòíîñòè ïîèñêà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà óëó÷øåíèå
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Т А Б Л И Ц А  1.5. Результаты решения тестовой задачи Штейнберга с ис-
пользованием различных последовательных алгоритмов

Алгоритм решения подзадач

V6
V1Начальное решение

tr = 4
tr = 10

tr = 4
tr = 10

5451 5368 4775 5405 4971
2 ñ 297 ñ 1 ñ 20 ñ

12691 5588 4791 6090 4951
2 ñ 214 ñ 1 ñ 17 ñ

Áåç íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ 5843 4856 5954 4911
3 ñ 192 ñ 1 ñ 35 ñ

ðåøåíèÿ äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ àëãîðèòìîâ
íåâûñîêîé òî÷íîñòè â èòåðàöèîííî-ïîñëåäîâàòåëüíîé ñõåìå.

Ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà àëãîðèòìà ìîãóò áûòü óñèëåíû èçìåíå-
íèåì ðåøàþùåãî ïðàâèëà, âíåñåíèåì â íåãî ýëåìåíòà ñëó÷àéíî-
ñòè. Òàêîé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí â [38], íàçâàí ïðèíöèïîì «ìî-
äåëèðóåìîãî îòæèãà» è ñòàë âïîñëåäñòâèè ïîïóëÿðåí [31]. Åñëè â
äåòåðìèíèðîâàííîì àëãîðèòìå îïòèìèçàöèè íîâîå ñîñòîÿíèå
ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå òåêóùåãî íàèëó÷øåãî ñîñòîÿíèÿ ïðè

        * 1 0F F F                      (1.56)

(ñì. ï. 1.3.4), òî â àëãîðèòìå, ïîñòðîåííîì íà ïðèíöèïå «ìîäå-

ëèðóåìîãî îòæèãà», ñîñòîÿíèå 1  ïðèíèìàåòñÿ ïðè



 
F

Te .                               (1.57)

Çäåñü   – ñëó÷àéíîå ÷èñëî, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå â èí-

òåðâàëå  0,1 , T  – ïàðàìåòð. Äàííûé ïðèíöèï îñíîâàí íà ôè-

çè÷åñêîé àíàëîãèè ñ ïðîöåññîì îòæèãà ìåòàëëà [38], ïàðàìåòð T
ìîäåëèðóåò òåêóùóþ òåìïåðàòóðó ìåòàëëà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
áåñêîíå÷íî ìåäëåííîì óìåíüøåíèè òåìïåðàòóðû äî íóëÿ âåðî-
ÿòíîñòü îòûñêàíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ðàâíà åäèíèöå.

Ñõåìà «ìîäåëèðóåìîãî îòæèãà» ïðèäàåò àëãîðèòìó ãëîáàëü-
íûå ñâîéñòâà, ïîçâîëÿÿ «ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ ïî ñêëîíó». Åñëè
ðåøàþùåå ïðàâèëî (1.56) ïîçâîëÿåò ïðèíèìàòü òîëüêî ñîñòîÿ-
íèÿ, óìåíüøàþùèå êðèòåðèé, òî ïðàâèëî (1.57), ïðèíèìàÿ âñå
óëó÷øàþùèå ñîñòîÿíèÿ, ïîçâîëÿåò ïðèíèìàòü â çàâèñèìîñòè îò
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êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé  ,   ,  F T  è íåêîòîðûå ñîñòîÿíèÿ, óâåëè-

÷èâàþùèå êðèòåðèé.
Ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå èñïîëüçîâàíèþ ïðèí-

öèïà «ìîäåëèðóåìîãî îòæèãà» è ïîñëåäîâàâøèå çà [38], íå âíåñ-
ëè êà÷åñòâåííûõ äîïîëíåíèé â òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïîëó-
÷åííûå â [38]. Ýòî îò÷àñòè ìîæíî îáúÿñíèòü íåóäà÷íîé ôîðìîé
çàïèñè ðåøàþùåãî ïðàâèëà (1.57). Ïîêàæåì, ÷òî ïðàâèëî (1.57)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

    0F ,                             (1.58)

ãäå   – ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ îïðåäåëåííûì çàêîíîì ðàñïðåäå-

ëåíèÿ. Â ôîðìå (1.58) ýòî ðåøàþùåå ïðàâèëî áîëüøå ïîõîäèò íà
(1.56), è åãî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàëîæåíèå íà ïðèðà-
ùåíèå êðèòåðèÿ ñëó÷àéíîé àääèòèâíîé ïîìåõè, ïîä÷èíÿþùåéñÿ
îïðåäåëåííîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ. Âûðàæåíèå (1.57) ýêâèâà-
ëåíòíî âûðàæåíèþ

   ln 0F T .                         (1.59)

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíàÿ ïîìåõà   ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâíî-

ìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû   ïî ïðàâèëó:

   lnT .                             (1.60)

Äîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíà   ðàñïðåäåëåíà ïî ýêñïîíåíöèàëü-

íîìó çàêîíó:    
1 2

1 2 2 1 1 2      T Tp p e e
 

 
                

1

2

1
1 x

Te dx
T






  . Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà   èìååò ïëîò-

íîñòü âåðîÿòíîñòè  



1

1 x
Tf x e

T
, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöè-

àëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì  
1

T
. Ïðè ýòîì

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå   ðàâíî    

1

M T , à äèñïåðñèÿ

   


2

2

1
D T . Äàííîå ðåøàþùåå ïðàâèëî â ôîðìå (1.60) áûëî

èçâåñòíî ãîðàçäî ðàíüøå â [39], ÷åì â [38], ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
îáîñíîâàíèåì ñõîäèìîñòè ê ãëîáàëüíîìó ýêñòðåìóìó. Îäíàêî â
[39] ðàññìàòðèâàëñÿ íå ýêñïîíåíöèàëüíûé, à íîðìàëüíûé çàêîí
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîìåõè.
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Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá ýôôåêòèâíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíîãî
çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ. Èññëåäóåì ðåøåíèÿ îäíèõ è òåõ æå çàäà÷
ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì, íîðìàëüíîì è ðàâíîìåðíîì çàêîíàõ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïîìåõè ñ îäíèì è òåì æå ïðàâèëîì èçìåíåíèÿ

ïàðàìåòðà T . Ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-
ëó÷åíèå âåëè÷èíû   èç ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà èíòåðâà-

ëå  0,1  ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû   îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (1.60),

âåëè÷èíà   èçìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå  0,  . Ïðè ðàâíîìåðíîì

çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ   ñ ïàðàìåòðàìè   M T  è    2D T

âåëè÷èíà   ïîëó÷àåòñÿ èç   ïî ïðàâèëó:

    3,464  0,732 T ,                      (1.61)

èçìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå  0,732 ;2,732 T T , à ðåøàþùåå ïðàâèëî

â ôîðìå, àíàëîãè÷íîé (1.57), çàïèñûâàåòñÿ òàê:


  0,268

F

T
.                          (1.62)

Íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðà-
ìåòðàìè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíà [36]:



     
 

12

1

5 i
i

T ,                          (1.63)

èçìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå  5 ;7 T T  ñ ðåøàþùèì ïðàâèëîì

12

1

5  i
i

F

T


   .                          (1.64)

Ñðàâíåíèå ðåøàþùèõ ïðàâèë (1.57), (1.62), (1.64) ïîêàçûâàåò,
÷òî äàííàÿ ôîðìà çàïèñè ãîðàçäî ìåíåå óäîáíà è íàãëÿäíà, ÷åì
(1.60).

Â òàáë. 1.6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ 10 òåñòîâûõ çàäà÷
êâàäðàòè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ 34 ìîäóëåé íà 36 ïîñàäî÷íûõ ìåñò,
ðàñïîëîæåííûõ â 4 ðÿäà ïî 9 ïîñàäî÷íûõ ìåñò â ðÿäó. Èñïîëü-
çîâàëñÿ âàðèàíò àëãîðèòìà ïàðíûõ ïåðåíàçíà÷åíèé. Ïðèâåäåíû
çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ â íà÷àëüíîé (ñëó÷àéíîé) òî÷êå, à òàêæå çíà-
÷åíèÿ êðèòåðèÿ ïîñëå îïòèìèçàöèè íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîìåõè è áåç
íàëîæåíèÿ ïîìåõè.
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Т А Б Л И Ц А  1.6. Результаты исследования эффективности различных
законов распределения случайной помехи

Номер
схемы

Начальная
точка

Экспоненциаль-
ный закон

Нормальный
закон

Равномер-
ный закон Без помехи

1 33133 21105 20708 20741 23123
2 36910 22339 22731 22307 24010
3 33798 22769 22764 22132 22582
4 36126 23074 22418 22187 25415
5 36442 23085 21713 22643 24745
6 31830 19079 19238 19017 20715
7 34728 21238 20898 21325 23010
8 33518 20429 19688 19133 20278
9 39177 25114 24548 24912 26567
10 30427 18208 18185 18672 20251

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþ-
ùèå âûâîäû.

1. Èñïîëüçîâàíèå â àëãîðèòìå ïðèíöèïà «ìîäåëèðóåìîãî îò-
æèãà» ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü êà÷åñòâî ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé.

2. Èñïîëüçîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîìåõè íå èñ÷åðïûâàåò âîçìîæíîñòè ïîäõîäà.

3. Äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà çàäà÷ èñïîëüçîâàíèå íîðìàëü-
íîãî è ðàâíîìåðíîãî çàêîíîâ äàåò â ñðåäíåì ëó÷øèå ðåçóëüòàòû.
Ñòðîãî ãîâîðÿ, â äàííîì ñëó÷àå ñõåìà ðåøàþùåãî ïðàâèëà íå
ÿâëÿåòñÿ óæå ñõåìîé «îòæèãà», òàê êàê íå îïèñûâàåò ñîîòâåòñò-
âóþùèé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ íîð-
ìàëüíîãî è ðàâíîìåðíîãî çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîìåõè ÿâëÿåò-
ñÿ òî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íå òîëüêî ïðè-
íÿòü «õóäøåå» ðåøåíèå, êàê ýòî ïîêàçàíî â (1.57), íî è îòâåðã-
íóòü «ëó÷øåå».

Ôîðìà çàïèñè ðåøàþùåãî ïðàâèëà (1.58) ïîçâîëÿåò ïðåäëî-
æèòü åùå îäèí îðèãèíàëüíûé ñïîñîá ïîâûøåíèÿ ãëîáàëüíûõ
ñâîéñòâ àëãîðèòìà. Ôîðìèðîâàíèå èññëåäóåìîé àëãîðèòìîì îï-
òèìèçàöèè îêðåñòíîñòè ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè (ñèììåòðèêè) ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìîñòîÿòåëüíóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà-
÷ó. Ðåøåíèå î âêëþ÷åíèè ýëåìåíòà   â ôîðìèðóåìóþ îêðåñò-

íîñòü ïðèíèìàåòñÿ íà îñíîâàíèè ïðàâèëà

       *,  0r .                         (1.65)

Ïðè íàëîæåíèè íà ìåòðèêó ñëó÷àéíîé àääèòèâíîé ïîìåõè ïîëó-
÷àåì

    0 .                               (1.66)
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Т А Б Л И Ц А  1.7. Результаты решения тестовых задач размещения с на-
ложением помехи на метрику исходного пространства

Начальное решение
Оптимизация с наложени-
ем помехи на метрику

Оптимизация без наложе-
ния помехи на метрику

11176 5144 5443
10341 4978 5325
13256 5232 5628
9714 5117 5363
11336 5159 5418

Íàëîæåíèå ïîìåõè «ðàçìûâàåò» îêðåñòíîñòü. Â ìåòðèêå   .

ýòî îçíà÷àåò «ðàçìûâàíèå» ðàçìåðîâ ïîäçàäà÷, â ìåòðèêå   .  –

âîçìîæíîñòü «áîëüøèõ ïåðåìåùåíèé» ìîäóëåé, èíâàðèàíòíûõ
îáúåêòîâ, öåïåé ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé àìïëèòóäå ïîìåõè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì îïòèìèçàöèþ ïÿòè ñëó÷àé-
íûõ íà÷àëüíûõ ðåøåíèé òåñòîâîé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî íàçíà-
÷åíèÿ Øòåéíáåðãà [26] âàðèàíòîì àëãîðèòìà ãðóïïîâûõ ïåðåíà-

çíà÷åíèé. Áûëî ïðèíÿòî   4r  (âûáèðàëè ïîäìíîæåñòâà èç ÷å-

òûðåõ ìîäóëåé),   1r  (â îðòîãîíàëüíîé ìåòðèêå). Ïðè ýòîì íà

ìåòðèêó   .  íàêëàäûâàëàñü ñëó÷àéíàÿ àääèòèâíàÿ ýêñïîíåíöè-

àëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ïîìåõà. Àìïëèòóäà ïîìåõè â ïðîöåññå îï-
òèìèçàöèè ïîñòåïåííî óìåíüøàëàñü. Â òàáë. 1.7 ïðèâåäåíû ðå-
çóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàññìîòðåííûì ñïîñîáîì, à òàêæå áåç

íàëîæåíèÿ ïîìåõè íà ìåòðèêó   . .

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î öåëåñîîáðàç-

íîñòè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà. Åãî ëîãè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òî ÷åì «õóæå» âàðèàíò ðåøåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ

êðèòåðèÿ, òåì äàëüøå îò ñâîèõ îïòèìàëüíûõ ïîëîæåíèé íàõî-

äÿòñÿ ìîäóëè, öåïè, èíâàðèàíòíûå îáúåêòû è òåì áîëüøèå «ïå-

ðåìåùåíèÿ» èì íåîáõîäèìî ñîâåðøàòü. Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ

êðèòåðèÿ àìïëèòóäà «ïåðåìåùåíèé» óìåíüøàåòñÿ.

Ðàññìîòðåííûå ñïîñîáû ïîâûøåíèÿ ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ àë-

ãîðèòìîâ ïîçâîëÿþò óëó÷øèòü îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå, îäíàêî

òðåáóþò ïðè ýòîì íåêîòîðîãî óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè ñ÷åòà.
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ВЫВОДЫ К ГЛАВЕ 1

1. Âûïîëíåíà îáùàÿ ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà äëÿ çàäà÷ êîíñò-
ðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ìèêðîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ (ÌÝÓ).
Ðàññìîòðåíû ïðåèìóùåñòâà äàííîé ïîñòàíîâêè.

2. Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåííîé îáùåé ôîðìàëüíîé ïîñòà-
íîâêè îñóùåñòâëåíû ôîðìàëüíûå ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êîíñò-
ðóêòîðñêèõ çàäà÷.

3. Ñôîðìóëèðîâàíà îáùàÿ ñõåìà èòåðàöèîííî-ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ êîíñòðóê-
òîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ÌÝÓ.

4. Ââåäåí ñïîñîá ìåòðèçàöèè êîìáèíàòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
ó÷èòûâàþùèé êîíêðåòíîå ñîäåðæàíèå çàäà÷è.

5. Ïðèâåäåíû êðèòåðèè âûáîðà â ñõåìå ïîñëåäîâàòåëüíîãî
àëãîðèòìà. Ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ êðèòåðèÿ ìèíèìàëüíîãî
ðèñêà, îðèåíòèðîâàííàÿ íà îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è.

6. Ïðåäëîæåíû ñõåìû âûáîðà ìíîæåñòâ â èòåðàöèîííîì àë-
ãîðèòìå îïòèìèçàöèè.

7. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ñïîñîáû ïîâûøåíèÿ ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ
îïòèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ.
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Г Л А В А  2

КОМБИНАТОРНЫЕ КОНФИГУРАЦИИ
СО СПЕЦИАЛЬНЫМИ СВОЙСТВАМИ:

ОПИСАНИЕ, ГЕНЕРАЦИЯ, ПЕРЕЧИСЛЕНИЕ,
ОПТИМИЗАЦИЯ

Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ â ãëàâå 1 ïîñòàíîâîê çàäà÷, îñíîâ-
íûå çàäà÷è êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ÌÝÓ èìåþò ñëîæ-
íóþ êîìáèíàòîðíóþ ïðèðîäó. Ïîäîáíûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò
è ìíîãèå äðóãèå çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ, óïðàâëåíèÿ, òðàíñïîðò-
íîé ìàðøðóòèçàöèè, ðàçìåùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ò. ä.
[1–4].

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷, èìåþùèõ ñëîæíóþ êîìáèíàòîðíóþ
ïðèðîäó, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, àäåêâàòíî îïèñûâàþùèõ îáëàñòè äî-
ïóñòèìûõ ðåøåíèé óêàçàííûõ çàäà÷. Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëåé òðåáóþòñÿ îïðåäåëåíèå è êîíñòðóêòèâíîå îïèñà-
íèå êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ íåîáõîäèìûìè êîì-
áèíàòîðíûìè ñâîéñòâàìè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ýòîãî íóæíî
ïîñòðîèòü êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà, âûõîäÿùèå çà ðàìêè èç-
âåñòíûõ êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîá-
õîäèìî ñîçäàíèå êîíñòðóêòèâíûõ ñðåäñòâ îïèñàíèÿ êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè è èõ êëàññèôèêàöèÿ.

Â ãëàâå èçëîæåí åäèíûé ïîäõîä ê ôîðìàëèçàöèè îïèñàíèé,
ãåíåðàöèè è ïåðå÷èñëåíèþ êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ,
îáëàäàþùèõ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷, èìåþùèõ ñëîæíóþ êîìáèíàòîðíóþ
ñòðóêòóðó.

2.1. ПРОБЛЕМЫ ОПИСАНИЯ, ГЕНЕРАЦИИ
И ПЕРЕЧИСЛЕНИЯ КОМБИНАТОРНЫХ КОНФИГУРАЦИЙ

Ìíîãèå íàó÷íûå è ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû â ðàçíûõ îáëàñòÿõ
÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè èìåþò êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó. Òðà-
äèöèîííî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ èñïîëüçóþò-
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ñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà êîìáèíàòîðíûõ êîí-
ôèãóðàöèÿõ. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîçíèêàåò âîç-
ìîæíîñòü àíàëèçà è ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ óïàêîâêè è
ðàñêðîÿ, òåîðèè ãðàôîâ, ïëàíèðîâàíèÿ, ïðîåêòèðîâàíèÿ, óïðàâ-
ëåíèÿ è ò. ä. [1–5].

Îñíîâîé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ÿâ-
ëÿþòñÿ êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà. Ìû ðàññìàòðèâàåì êîìáèíà-
òîðíîå ìíîæåñòâî (èëè êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó) êàê íàáîð
êîðòåæåé, ïîñòðîåííûõ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíûõ
ýëåìåíòîâ (òàê íàçûâàåìûõ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ) â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îïðåäåëåííûìè ïðàâèëàìè. Ïåðåñòàíîâêè, ñî÷åòàíèÿ,
êîíå÷íûå äâîè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè
êëàññè÷åñêèõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

Ñóùåñòâóþò äâà êëàññà çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû.
Îñíîâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, ïðè-

íàäëåæàùèõ ïåðâîìó êëàññó, ôîðìèðóåòñÿ ñëåäóþùèìè êëàññè-
÷åñêèìè êîìáèíàòîðíûìè ìíîæåñòâàìè: ïåðåñòàíîâêàìè, ðàçìå-
ùåíèÿìè, ñî÷åòàíèÿìè, áóëåâûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Îïèñà-
íèÿ è õàðàêòåðèñòèêè êëàññè÷åñêèõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ
õîðîøî èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [6, 7]). Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà,
çàäà÷à î ðàíöå, íåêîòîðûå ïðîáëåìû óïàêîâêè, ðàñêðîÿ è òåîðèè
êîäèðîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê äàííîìó êëàññó êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

Çàäà÷è, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êîòîðûõ íåâîçìîæíî àäåê-
âàòíî îïèñàòü êëàññè÷åñêèìè êîìáèíàòîðíûìè ìíîæåñòâàìè,
îòíîñÿòñÿ êî âòîðîìó êëàññó êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷. Ê ýòîìó
êëàññó ïðèíàäëåæàò íåêîòîðûå çàäà÷è óïàêîâêè è ðàñêðîÿ, ïðî-
áëåìû îáñëóæèâàíèÿ, ïëàíèðîâàíèÿ è äðóãèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýòèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷
íåîáõîäèìî ââåñòè íîâûå òèïû êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îáëà-
äàþùèõ ñïåöèàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Åùå âî âòîðîé ïîëîâèíå ÕVII âåêà Ã. Ëåéáíèö âûäâèíóë
èäåþ ñîçäàíèÿ «âñåîáúåìëþùåé êîìáèíàòîðíîé ñõåìû», êîòîðàÿ
ïîçâîëÿåò îïèñàòü ðàçëè÷íûå êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà [8].
Èäåÿ áûëà èññëåäîâàíà Ñ. Áåðæåì [9], êîòîðûé ïðåäëîæèë êîí-
öåïöèþ êîíôèãóðàöèè, ò. å. îòîáðàæåíèÿ ñïåöèàëüíîãî òèïà.
Äðóãîé ïîäõîä îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè òåîðèè ïåðå÷èñëåíèÿ
Ã. Ïîéà [10], â ðàìêàõ êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îïè-
ñàíèå êîíôèãóðàöèé è ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäÿ-
ùèõ ôóíêöèé, ðåçóëüòàòîì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ îáùàÿ êîìáèíàòîðíàÿ
ñõåìà. Îáùàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò ñ åäèíûõ ïîçèöèé
îïèñûâàòü ìíîãèå êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà.
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ßâëÿÿñü óíèâåðñàëüíûì ñðåäñòâîì îïèñàíèÿ øèðîêîãî êëàñ-
ñà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îáùàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñõåìà äàåò
ýôôåêòèâíûå ðåøåíèÿ òîëüêî äëÿ ïðîñòûõ êëàññîâ êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâ. Ïðèìåíåíèå äàííîé ñõåìû äëÿ îïèñàíèÿ êîí-
ôèãóðàöèé, èìåþùèõ ñëîæíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó, ïðè-
âîäèò ê ãðîìîçäêèì ïîñòðîåíèÿì, êîòîðûå íåïðèìåíèìû ïðè
ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷
[11, 12].

Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ïðîáëåìû îïèñàíèÿ êëàññîâ êîìáè-
íàòîðíûõ ñòðóêòóð, èõ àíàëèçà è ãåíåðàöèè ïðèâåäåíî â [13–
22]. Îáùèé ïîäõîä ê àíàëèçó ïåðå÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ êîìáèíàòî-
ðèêè, îñíîâàííûé íà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ, ñîäåðæèòñÿ â
[13]. Äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ ñòðóêòóð óêàçàíû ìåòî-
äû ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà ãåíåðèðóþùèõ ôóíêöèé. Ìíîãî ïóá-
ëèêàöèé ïîñâÿùåíî ãåíåðàöèè êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ [14–
18]. Ãåíåðàöèþ â íèõ ïîíèìàþò êàê ïîñòðîåíèå âñåõ êîìáèíàòîð-
íûõ ñòðóêòóð îïðåäåëåííîãî òèïà [16]. Â îñíîâíîì ðàññìàòðè-
âàþòñÿ âîïðîñû ñîçäàíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ îáúåêòîâ – ïåðå-
ñòàíîâîê, ñî÷åòàíèé, äåðåâüåâ è äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Ãåíåðàöèÿ áîëåå ñëîæíûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ çàòðóäíåíà
èç-çà îòñóòñòâèÿ ýôôåêòèâíûõ êîíñòðóêòèâíûõ ñðåäñòâ.

Íåêîòîðûå ïðîáëåìû, îçàãëàâëåííûå «êîìáèíàòîðíàÿ ãåíå-
ðàöèÿ», îïèñàíû â [18]. Îñíîâíûå âîïðîñû, ðàññìàòðèâàåìûå â
ðàáîòå, ñâÿçàíû ñ àëãîðèòìè÷åñêèìè àñïåêòàìè ïîñòðîåíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ ñòðóêòóð. Àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä ê
ïåðå÷èñëåíèþ êëàññè÷åñêèõ êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèé, òà-
êèõ êàê ïåðåñòàíîâêè, ñî÷åòàíèÿ, ðàçáèåíèÿ, êîäû Ãðåÿ, äåðåâüÿ
è ò. ä., ïðèâåäåí â [19].

Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ âèäîâ, ïðåäëîæåííàÿ À. Æîÿëåì
(A. Joyal) [20, 21], ôîðìèðóåò îáùèé âçãëÿä íà îïèñàíèå, ïî-
ñòðîåíèå è àíàëèç ðàçëè÷íûõ äèñêðåòíûõ ñòðóêòóð. Òåîðèÿ âè-
äîâ èñïîëüçóåò ïðîèçâîäÿùèå ðÿäû äëÿ ñïåöèôèêàöèè è àíàëèçà
ñòðóêòóð. Ïåðâè÷íûé âèä ñòðóêòóð ìîæåò áûòü îáúåäèíåí ïî-
ñðåäñòâîì ââåäåííûõ êîìáèíàòîðíûõ îïåðàöèé. Ðåçóëüòèðóþ-
ùèé ïðîèçâîäÿùèé ðÿä ïîñòðîåí èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðîæ-
äàþùèõ ðÿäîâ ïåðâè÷íûõ âèäîâ. Èíñòðóìåíòû êîìáèíàòîðíîé
òåîðèè âèäîâ ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû äëÿ ïåðå-
÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Íî îíè íåýô-
ôåêòèâíû ïðè ïîñòðîåíèè è ïåðå÷èñëåíèè íåêîòîðûõ êëàññîâ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Ðàáîòà [23] ïîñâÿùåíà îáùåìó îïèñàíèþ è àíàëèçó êîìáè-
íàòîðíûõ ñâîéñòâ áîëüøèõ êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèé. Ïðåä-
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ñòàâëåííûé ïîäõîä îñíîâàí íà àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäàõ è, ïðåæäå
âñåãî, íà ìåòîäå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Àâòîðû âûäâèãàþò
èäåþ ïîñòðîåíèÿ îïèñàíèé ñëîæíûõ êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãó-
ðàöèé íà îñíîâå áîëåå ïðîñòûõ (àòîìíûõ) ñòðóêòóð, îáëàäàþùèõ
èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè. Öåëüþ ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèå ïåðå÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíà-
òîðíûõ ñòðóêòóð – ìíîæåñòâ, ðàçáèåíèé, äåðåâüåâ è ò. ä.

Ðåøåíèå ìíîãèõ íàó÷íûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷, èìåþùèõ
êîìáèíàòîðíóþ ïðèðîäó, îòíîñèòñÿ ê ïðîáëåìàòèêå êîìáèíà-
òîðíîé îïòèìèçàöèè. Çàäà÷àì êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè è
ìåòîäàì èõ ðåøåíèÿ ïîñâÿùåíû ìíîãèå ðàáîòû îòå÷åñòâåííûõ è
çàðóáåæíûõ àâòîðîâ, ñðåäè êîòîðûõ [1, 3, 5, 24–29].

Èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ â òå÷å-
íèå ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé ïðîâîäÿòñÿ â íàó÷íîé øêîëå, ðóêîâî-
äèìîé ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðàèíû, ïðîôåññîðîì Þ.Ã. Ñòîÿíîì. Ââå-
äåííîå èì â 1980 ã. â ðàáîòå [30] ïîíÿòèå åâêëèäîâà êîìáèíàòîð-
íîãî ìíîæåñòâà ñîçäàëî îñíîâó äëÿ ðàçðàáîòêè è ðàçâèòèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.
Èññëåäîâàíèÿ åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ïðîâîäÿòñÿ íà
îñíîâå èõ îòîáðàæåíèÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ïðè êîòîðîì
êàæäîìó ýëåìåíòó êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà ñòàâèòñÿ âî âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå òî÷êà àðèôìåòè÷åñêîãî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà [31]. Ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè, íàçûâàåìîì ïîãðóæå-
íèåì, êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà ïðèîáðåòàþò ìíîãèå ñâîéñòâà.
Ýòè ñâîéñòâà, ñ îäíîé ñòîðîíû, äàþò âîçìîæíîñòü ðàçðàáàòûâàòü
íîâûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ïîãðóæåííûõ ìíîæåñòâ
ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
îïòèìèçàöèîííûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ [2, 32].

Öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì îïèñûâàåìîãî ïîäõîäà ê ìîäåëèðî-
âàíèþ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå åâê-
ëèäîâà êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà êàê êëàññà êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ïðèìåðàìè
åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ñëóæàò ìíîæåñòâà ïåðå-
ñòàíîâîê, ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè è áåç ïîâòîðåíèé, óïîðÿ-
äî÷åííûõ ðàçáèåíèé è äð. [30].

Ïîãðóæåíèå êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ â åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî ïîçâîëÿåò ïðèâëå÷ü ê èññëåäîâàíèþ èõ ñâîéñòâ âåñü àðñå-
íàë ñðåäñòâ àíàëèçà, àëãåáðû, ãåîìåòðèè. Ïîñòðîåíèå è èññëåäî-
âàíèå âûïóêëûõ îáîëî÷åê ïîãðóæåííûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ, ðàñïðåäåëåíèÿ èõ ýëåìåíòîâ ïî ñåìåéñòâàì ðàçëè÷íûõ
ãèïåðïëîñêîñòåé è ãðàíÿì ìíîãîãðàííèêîâ, ñèììåòðèè ìíîæåñòâ
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ñîñòàâëÿåò îñíîâó äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêèõ êëàññîâ çàäà÷ îïòèìè-
çàöèè íà åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ. Ðåçóëüòàòû
òàêîãî ðîäà äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâ ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [2, 32, 33–36]. Ñîâðåìåííîìó
ñîñòîÿíèþ òåîðèè åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ïîñâÿ-
ùåíà ìîíîãðàôèÿ [37].

Ðàçâèòèþ ìåòîäîâ âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîì-
áèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ñïîñîáñòâîâàëè èññëåäîâàíèÿ ýêñòðå-
ìàëüíûõ ñâîéñòâ âûïóêëûõ ôóíêöèé íà åâêëèäîâûõ êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâàõ, íà÷àòûå â ðàáîòàõ Þ.Ã. Ñòîÿíà è Ñ.Â. ßêîâ-
ëåâà [38, 39]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïðåäëîæåíû îöåíêè è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâàõ ïåðåñòàíîâîê äëÿ âûïóêëûõ
ôóíêöèé íà âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ, ñîäåðæàùèõ ïåðåñòàíîâî÷-
íûå ìíîãîãðàííèêè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîëîæèëè íà÷àëî
èññëåäîâàíèÿì ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ âûïóêëûõ è ñèëüíî âû-
ïóêëûõ ôóíêöèé íà êëàññàõ åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ êîìáèíàòîð-
íîé îïòèìèçàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïðèâåäå-
íû â ðàáîòàõ Þ.Ã. Ñòîÿíà, Ñ.Â. ßêîâëåâà, Î.À. Åìöà è èõ ó÷å-
íèêîâ [32, 34, 35, 40–49].

Â ñòàòüå ïðîô. Ñ.Â. ßêîâëåâà [50] ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâû
òåîðèè âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèé, çàäàííûõ íà âåðøèíàõ
âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ ïðî-
äîëæåíèé äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ â òî÷êàõ åâêëèäîâûõ êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâ, ïîçâîëÿþò ïåðåõîäèòü ê ýêâèâàëåíòíûì çàäà-
÷àì îïòèìèçàöèè âûïóêëûõ è ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé íà
åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíûõ çàäà÷ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ìåòîäû âåòâåé è ãðàíèö
ñ îöåíêàìè ìèíèìóìà âûïóêëûõ ôóíêöèé íà êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâàõ.

Ðàçâèòèþ òåîðèè âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèé, çàäàííûõ
íà åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ, ïîñâÿùåíû ðàáîòû
[40, 41, 51–56]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïðåäëîæåíû êîíñòðóêòèâíûå
ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé äëÿ êëàññîâ
ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ åâêëèäîâûõ êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâ.

Ìíîãèå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ [2], ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ çàäà÷è óïàêîâêè, ðàñêðîÿ
(Packing&Cutting) è ïîêðûòèÿ (Covering), èìåþò êîìáèíàòîðíóþ
ñòðóêòóðó.

Êîìáèíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðî-
âàíèÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî â ïðîöåññå èõ



Г л а в а  2.  Комбинаторные конфигурации со специальными свойствами…

50

ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî óïîðÿäî÷èòü ðàçìåùàåìûå îáúåêòû â çà-
äàííîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì ïîðÿäîê ðàçìåùåíèÿ îêàçûâàåò îïðå-
äåëÿþùåå âëèÿíèå íà çíà÷åíèå êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè, à ñ
êàæäûì ðàçìåùàåìûì îáúåêòîì ñâÿçàí íàáîð ìåòðè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê è ïàðàìåòðîâ ðàçìåùåíèÿ. Èñõîäÿ èç ýòîãî, îáëàñòè
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
îïèñûâàþòñÿ êîìáèíàòîðíûìè ìíîæåñòâàìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê
ðàçëè÷íûì êëàññàì [57, 58].

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïîñòðîå-
íû íà îñíîâå èçâåñòíûõ è äîñòàòî÷íî èññëåäîâàííûõ êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâ, òàêèõ êàê ïåðåñòàíîâêè, ðàçìåùåíèÿ, ñî÷åòà-
íèÿ è äðóãèå [1, 2, 32, 59]. Â òî æå âðåìÿ ñòðóêòóðà íåêîòîðûõ
çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíà è íå
ìîæåò áûòü àäåêâàòíî îïèñàíà íà îñíîâå êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ èçâåñòíûì êëàññàì [60–63].

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷, èìåþùèõ ñëîæíóþ êîìáèíàòîð-
íóþ ïðèðîäó, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàñ-
ñîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, àäåêâàòíî îïèñûâàþùèõ îáëàñòè
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé óêàçàííûõ çàäà÷. Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé òðåáóåòñÿ îïðåäåëåíèå è êîíñòðóêòèâíîå îïè-
ñàíèå êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ íåîáõîäèìûìè
êîìáèíàòîðíûìè ñâîéñòâàìè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ýòîãî íóæ-
íî ïîñòðîèòü êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà, âûõîäÿùèå çà ðàìêè
èçâåñòíûõ êëàññîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ñîçäàíèå êîíñò-
ðóêòèâíûõ ñðåäñòâ îïèñàíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ñ çàäàí-
íûìè ñâîéñòâàìè è èõ êëàññèôèêàöèè.

Ïîñòðîåíèå êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ ñïåöè-
àëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, îñíîâàíî íà ðåøåíèÿõ ñëåäóþùèõ
òðåõ êëàññè÷åñêèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷:

1. Îïèñàíèå êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà, èìåþùåãî ñïåöè-
àëüíûå ñâîéñòâà.

2. Ãåíåðàöèÿ ýëåìåíòîâ êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà.
3. Ïåðå÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà.
Ïåðâàÿ ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êëàññè÷åñêèìè

ïîäõîäàìè. Íî èõ ïðèìåíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ, èìåþ-
ùèõ ñëîæíóþ êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó, ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì
âûðàæåíèÿì, êîòîðûå íåïðèìåíèìû â ðåàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ
çàäà÷àõ. Îñíîâîé ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ãåíåðàöèè ÿâëÿþòñÿ ìåòî-
äû è àëãîðèòìû ãåíåðàöèè êëàññè÷åñêèõ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ. Ýòè ìåòîäû è àëãîðèòìû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè
ïîñòðîåíèè êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ ñïåöèàëüíûìè
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ñâîéñòâàìè. Ïåðå÷èñëèòåëüíàÿ êîìáèíàòîðèêà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé

ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïåðå÷èñëåíèÿ.

Êàê îòìå÷àåò Ð. Ñòýíëè [12], «ïåðå÷èñëèòåëüíàÿ êîìáèíàòîðè-

êà ñâÿçàíà ñ ïîäñ÷åòîì ÷èñëà ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S».

Ãëàâíîå – îöåíêà èõ êîëè÷åñòâà, íî íå ïîèñê êàêîãî-òî îïðåäå-

ëåííîãî ýëåìåíòà. Ïðè ýòîì ïîèñê êîíêðåòíîãî ýëåìåíòà êîì-

áèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ÷àñòüþ ðåàëüíûõ êîì-

áèíàòîðíûõ çàäà÷ [16].

Îñíîâíàÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ – ñîçäàíèå è ðàçâèòèå êîíñò-

ðóêòèâíûõ ñðåäñòâ ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ, ãåíåðàöèè è ïåðå-

÷èñëåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ ñïåöèàëüíûìè

ñâîéñòâàìè, íà îñíîâå áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Îïè-

ñàíèÿ íå äîëæíû áûòü ãðîìîçäêèìè. Ðåçóëüòàòû äîëæíû áûòü

ïðèìåíèìû â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ êëàñ-

ñîâ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

2.2. БАЗОВЫЕ КОМБИНАТОРНЫЕ МНОЖЕСТВА.
БАЗОВЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

Äëÿ îïèñàíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ èñïîëüçóåì ïîíÿòèå
êîíôèãóðàöèè, ââåäåííîå Ê. Áåðæåì [9].

Îïðåäåëåíèå 1 [7]. Ïóñòü {1,2,..., }X m , 1 2{ , ,..., }nY y y y  è

ïóñòü îïðåäåëåí ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà Y , òàêîé ÷òî 1 2y y 
... ny  . Îòîáðàæåíèå : X Y  , óäîâëåòâîðÿþùåå íåêîòîðîìó

ìíîæåñòâó îãðàíè÷åíèé  , íàçûâàåòñÿ êîíôèãóðàöèåé. Ìíîæå-
ñòâî îãðàíè÷åíèé  , êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò îòîáðàæåíèå  ,

îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé êëàññ êîíôèãóðàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèé
óñëîâèÿì êîìáèíàòîðíûõ ñòðóêòóð â çàäàííîé çàäà÷å.

Ïóñòü 1 2{ , ,..., }nZ z z z  – ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåí-

òîâ. Ïîñòðîèì êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî Y, ïîðîæäåííîå êîð-

òåæåì 1 2( , ,..., )nz z z z , ãäå 
1 2

( , ,..., ) ( )
mj j jy z z z Y z  , m n , 1 2{ , ,j j

..., } ={1,2,..., }n nj J n . Y  – îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè :Y Z Y ,

( )YY Z  .

Ìíîæåñòâî Y  íàçîâåì áàçîâûì êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñòâîì,

à ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå Y  – áàçîâûì îòîáðàæåíèåì.

Ñåìåéñòâî áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü
ñôîðìèðîâàíî íà îñíîâå èçâåñòíûõ êîíñòðóêòèâíûõ ñðåäñòâ
êîìáèíàòîðèêè [11, 12]. Âêëþ÷èì â íåãî êëàññû êîíôèãóðàöèé,
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ñîîòâåòñòâóþùèå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì êîìáèíàòîðíûì
ìíîæåñòâàì.

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïåðåñòàíîâêàì, ðàçìåùåíèÿì èç n îáúåêòîâ ïî  , ñî÷åòà-

íèÿì è n-êîðòåæàì. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå êîíôèãóðàöèé,
âêëþ÷àÿ îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèé   è îãðàíè÷åíèé  , ðåàëè-

çîâàíî, íàïðèìåð, â [7].
Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ

ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê nP   èç n  ýëåìåíòîâ,   èç

êîòîðûõ ðàçëè÷íû; îáùåãî ìíîæåñòâà ðàçìåùåíèé nA  èç n

ýëåìåíòîâ ïî  ; ìíîæåñòâà ñî÷åòàíèé nC   èç n  ýëåìåíòîâ ïî  ;

êîðòåæà nmT  èç n  ýëåìåíòîâ, m  èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû [32].

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ êàê îòêðûòóþ ñèñòåìó, ïîçâîëÿþùóþ åå ðàñøèðåíèå ïðè
ïîñòðîåíèè íîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ.

2.3. КОМПОЗИЦИОННЫЕ k-ОБРАЗЫ КОМБИНАТОРНЫХ
МНОЖЕСТВ (k-МНОЖЕСТВА)

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ n-êîìïîçèöèè êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ, èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ êîìïîçèöèè, îïèñàííóþ â [11].

Ïóñòü êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî 0Y  ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè 0
1 ,z

0 0
2 ,..., nz z , à êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà 1Y , 2Y , …, nY  ïîðîæäåíû

ýëåìåíòàìè 1z , 2z ,…, nz ,

1 2{ , ,..., }
i

i i i i
nz z z z Z  , ni J .                (2.1)

Ââåäåì îïåðàöèþ n-çàìåùåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ 0Y ,

1Y , 2Y , …, nY , êîòîðàÿ ñîñòîèò â çàìåíå êàæäîãî ïîðîæäàþùåãî

ýëåìåíòà 0 0 0
1 2, ,..., nz z z  ìíîæåñòâà 0Y  ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì

ìíîæåñòâà 1Y , 2Y ,…, nY  ñîîòâåòñòâåííî. Îïåðàöèÿ n-çàìåùåíèÿ

ïðåäñòàâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì 0

0( ( ), ( ), )
i

i
Y nF Y z z i J  .

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ôîðìèðóåòñÿ ýëåìåíò ìíî-

æåñòâà zW . Ìíîæåñòâî zW  ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà 1
1( ,w z

1 2

1 1 2 2 2

2 1 2 1 2,..., , , ,..., , ..., , ,..., )
n

n n n
n n n zz z z z z z z z W , ãäå 

1

0( ,ty z
2

0 0,..., )
nt tz z 
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0Y , 0 ( ),
j

i
t iz Y z  ,j nt J  ,ni J  .nj J  Îïåðàöèÿ n-êîìïîçèöèè

ìíîæåñòâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé íà îñíîâå áà-
çîâûõ îòîáðàæåíèé è îïåðàöèè n -çàìåùåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0

0

0( ) ( ( ), ( ), )
i

i
z W Y Y nW x F Y z z i J      ,         (2.2)

ãäå 
0 0:Y Z Y   – áàçîâîå îòîáðàæåíèå; 0Y  – áàçîâîå êîìáèíà-

òîðíîå ìíîæåñòâî; 1 2
0: { , ,..., }n

W Y z z z W   , { ,zW W  }z Z .

Äëÿ ëþáîãî 0Y  ñïðàâåäëèâî: 0( )W zY W W   .

Îñóùåñòâèì îïåðàöèþ n-êîìïîçèöèè êîìáèíàòîðíîãî ìíî-

æåñòâà zW , çàìåíÿÿ åãî ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ýëåìåíòàìè

äðóãèõ áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Âûïîëíèì k  òàêèõ

øàãîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îáîáùåíèå zW  âèäà (2.2).

Ïóñòü 1 2{ , ,..., }
inz z z z Z



   
  , 

i
Z   – ìíîæåñòâà ïðîèçâîëü-

íûõ ýëåìåíòîâ, i   , 0 {0,1,..., }ki J k  , ãäå 0 {0}  ,

{ , 1,2..., }i j ij     , 1 2( , ,..., )j i     ,

1 nJ  , 
1

2 nJ


  ,...,
...1 1i

i nJ
  

  ,                (2.3)

1 n  , 2
1

n

j
j

n


   , 
...1 1 2

1 1

1 2 1

...
1 1 1

...
i

i

i

n nn

i n





 
     

     , 3,4,...,i k .   (2.4)

Ïóñòü 
0

 , 
i

  ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè âèäà

0 0

0: Z Y   , 1:
i i

i iY Z Y
    ,               (2.5)

ãäå 
0

0
0{ ( ), }Y Y z

    , 
1

{ ( , ), }
i i

i
iY Y Y z




     , 

0 0

0( )Y z   ,

1 1
( , ) = ( , ( ))i i

i i i i i
Y Y z F Y z

 

 
       , ki J , {1,2,..., }tJ t , 

1
( ,

i
F Y



( ))i

i
z 

  – îòîáðàæåíèå, ðåàëèçóþùåå îïåðàöèþ n-çàìåùåíèÿ,

êîòîðàÿ ñîñòîèò â çàìåíå êàæäîãî ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà ìíî-

æåñòâà 
1i

Y
  ýëåìåíòàìè áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ Y 

( ), iz
     , ñîîòâåòñòâåííî, ( ) ( ( ), )i

i iz z 
        , ( ,iz z 

)i   , ( )z 
 , i   , áàçîâûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà 

1 2
( , ,...,l lz z 

)lz Y



 , 

tl
z Y

 , t ll J


 , 1i   , i   , ki J .
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Îáîçíà÷èì * { }
ii    , ki J , i  îïðåäåëåíî â (2.3).

Îïðåäåëåíèå 2. Êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî zW  íàçûâàåòñÿ êîì-

ïîçèöèîííûì k-îáðàçîì êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ 0Y , 1Y , 2Y , …,

nY , 11Y , 12Y ,…,
11nY , …, 

1...1

k

Y ,…,
1 1... knn nY


 (k-ìíîæåñòâîì), ïîðîæ-

äåííûì ìíîæåñòâàìè kz , k k   , åñëè

1 0... ( )z k kW z      .                    (2.6)

Ìíîæåñòâî 0Y  íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì íóëåâîãî ïîðÿäêà,

i
Y  – ìíîæåñòâà i-ãî ïîðÿäêà. Îòîáðàæåíèÿ *

i i   , ki J , ïî-

ñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè n-êîìïîçèöèè. Ìíîæåñòâî

zW  âèäà (2.6) ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñòâîì

ïðè 0k  .

Òåîðåìà 1. Îòîáðàæåíèÿ *
i i   , ki J , â (2.6) ÿâëÿþòñÿ

ñþðüåêòèâíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå 
ii    , êîòîðîå îïðåäåëÿåò

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè 
1

1

i

iY Y



   è 

i

iY Y  , ki J ,

åñòü ñþðüåêòèâíûì, ïîòîìó ÷òî i -îáðàçîì ìíîæåñòâà 
1i

Y
  ÿâ-

ëÿåòñÿ âñå ìíîæåñòâî 
i

Y . Ýòî ñëåäóåò èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ

ìíîæåñòâ 
1i

Y
 , 

i
Y .

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî

 
1 2

1 2 1 2

, ,...,
, ,..., 1 ( ... )

r i

r n i i

k

z
J i

Card W Card Y   
         

     ,       (2.7)

ãäå i  óäîâëåòâîðÿåò (2.3), 
1 2, ,..., r    – êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ 0y Y , ñãåíåðèðîâàííûõ n-êîðòåæåì 0 0 0
1 2{ , ,..., }nz z z z .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ è

èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà zW  è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé.

Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì k-ìíîæåñòâî 2P  (íóëåâîãî ïîðÿäêà);

2P , 2P  (ïåðâîãî ïîðÿäêà); 2
3A , 3T , 2T , 2T  (âòîðîãî ïîðÿäêà), ïî-

ðîæäåííûå ìíîæåñòâàìè {0,1,2} , {3,4,5} , {6,7} , {8,9} . Çäåñü 2k  ,
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Ðèñ. 2.1. Ïðåäñòàâëåíèå k-ìíîæåñòâà èç ïðèìåðà 2.1 ñ ïîìîùüþ äåðåâà

n nnP P  – ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê n  ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, nT 

nnT  – ï-êîðòåæ, k
nA  – ìíîæåñòâî ðàçìåùåíèé áåç ïîâòîðåíèé.

Ïóñòü 
0 1 2 10{ , ,..., }Z x x x  , 

0

0

1 2{ , }z x x Z   . Îïðåäåëèì îòî-

áðàæåíèå âèäà 
0 0

0: Z Y   , 
0

0 { }Y Y , 0 {0}  , â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ìíîæåñòâî íóëåâîãî ïîðÿäêà 
0

0

0 ( )YY z  . Â ñîîòâåòñò-

âèè ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è

00 1 2 2 1 2( , ) = ( , )YY x x P x x  , 2 1 2 1 2 2 1( , ) {( , ),( , )}P x x x x x x .   (2.8)

Çäåñü 
0 0Y    – áàçîâîå îòîáðàæåíèå, 2 1 2( , )P x x  – áàçîâîå êîì-

áèíàòîðíîå ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê, 0
0Y Y .

Ñôîðìèðóåì ìíîæåñòâà ïåðâîãî ïîðÿäêà ( 1)i  . Ïóñòü 
1

Z  

1 2 1 2 1 2 1 2{ , , , , , ,..., , }a a b b c c z z , 
1

1

1 2{ , }z a a Z   , 
1

2

1 2{ , }z b b Z   ,
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ãäå 1 1{ }   , 1 {1,2}  . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå 
1 1

0:Y Z   
1Y  ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

1 0 0

1 2

1 2( , ) ( , ( ), ( ))Y z F Y z z
       , 1

1 1 0
( , )Y Y z

    .

Çäåñü 1 1
1 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( , ) {( , ),( , )}Y z z P a a a a a a    , 2 2

2 2( ) ( )Y z z  

2 1 2 1 2 2 1( , ) {( , ),( , )}P b b b b b b   – áàçîâûå êîìáèíàòîðíûå ìíîæåñòâà

ïåðåñòàíîâîê, 1 , 2  – áàçîâûå îòîáðàæåíèÿ, îòîáðàæåíèå F

ðåàëèçóåò îïåðàöèþ ï-çàìåùåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïåðàöèåé

ï-çàìåùåíèÿ ïðè 2n   êàæäûé ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ix  ìíî-

æåñòâà 0Y  âèäà (2.8) çàìåíÿåòñÿ ýëåìåíòîì áàçîâîãî ìíîæåñòâà

iY , 1,2i  : 1x  ýëåìåíòîì 1y Y , 2x  ýëåìåíòîì 2y Y . Â ðåçóëü-

òàòå èìååì

1 0 1 2 1 1 2 2 1 2( ( , ), ( , ), ( , ))Y F Y x x a a b b     ,

1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1{( , , , ),( , , , ),( , , , ),( , , , ),Y a a b b a a b b a a b b a a b b 

1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1( , , , ),( , , , ),( , , , ),( , , , )}b b a a b b a a b b a a b b a a ,

1

1 1 0

1

1 1{ ( , ), }Y Y Y Y z 
       .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðåàëèçóåòñÿ ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâ âòîðî-

ãî ïîðÿäêà. Â êà÷åñòâå 
2

Z   âûáåðåì 
2

{1,2,...,10}Z   , 2 { ,j  

4}j J , {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}j  . Ïóñòü 11 {0,1,2}z  , 12 {3,z 

4,5} , 21 {6,7}z  , 22 {8,9}z  . Îïðåäåëèì êîìáèíàòîðíûå ìíîæå-

ñòâà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ áàçîâûõ îòîáðàæåíèé âèäà

11 2 11 2
11 11 3 3( ) ( ) (0,1,2) {(0,1),(0,2),(1,0),(2,0),(1,2),(2,1)}Y z A z A     ,

12 12
12 12 3 3( ) ( ) (3,4,5) {(3,4,5)}Y z T z T     ,

21 21
21 21 2 2( ) ( ) (6,7) {(6,7)}Y z T z T     ,

22 22
22 22 2 2( ) ( ) (8,9) {(8,9)}Y z T z T     .

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå 
2

  ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2

2 1 1

11 12 21 22

1 2 11 12 21 22( , ) ( ( , ), ( ), ( ), ( ), ( ))Y z F Y x x z z z z
           ,

2

2 2 1
( , )Y Y z

    , 2 2   .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êîìïîçèöèîííûé k-îáðàç êîìáèíàòîð-

íûõ ìíîæåñòâ zW . Îí ñîâïàäàåò ñ êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñòâîì
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2
Y  è åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèè îòîáðàæå-

íèé 
2 2 1 0

0( )zY W z          èëè â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷å-

íèÿìè 
00    , 

11    , 
22    , 0

2 1 0 ( )zW z     :

{(0,1,3,4,5,6,7,8,9),(0,2,3,4,5,6,7,8,9),(1,2,3,4,5,6,7,8,9),zW 

(1,0,3,4,5,6,7,8,9),  (2,0,3,4,5,6,7,8,9), (2,1,3,4,5,6,7,8,9),

(3,4,5,0,1,6,7,8,9), (3,4,5,0,2,6,7,8,9), (3,4,5,1,2,6,7,8,9),

(3,4,5,1,0,6,7,8,9), (3,4,5,2,0,6,7,8,9), (3,4,5,2,1,6,7,8,9),

(0,1,3,4,5,8,9,6,7), (0,2,3,4,5,8,9,6,7), (1,2,3,4,5,8,9,6,7),

(1,0,3,4,5,8,9,6,7),  (2,0,3,4,5,8,9,6,7), (2,1,3,4,5,8,9,6,7),

(3,4,5,0,1,8,9,6,7), (3,4,5,0,2,8,9,6,7),  (3,4,5,1,2,8,9,6,7),

(3,4,5,1,0,8,9,6,7), (3,4,5,2,0,8,9,6,7), (3,4,5,2,1,8,9,6,7),

(6,7,8,9,0,1,3,4,5), (6,7,8,9,0,2,3,4,5), (6,7,8,9,1,2,3,4,5),

(6,7,8,9,1,0,3,4,5),  (6,7,8,9,2,0,3,4,5), (6,7,8,9,2,1,3,4,5),

(6,7,8,9,3,4,5,0,1), (6,7,8,9,3,4,5,0,2), (6,7,8,9,3,4,5,1,2),

(6,7,8,9,3,4,5,1,0), (6,7,8,9,3,4,5,2,0), (6,7,8,9,3,4,5,2,1),

(8,9,6,7,0,1,3,4,5), (8,9,6,7,0,2,3,4,5), (8,9,6,7,1,2,3,4,5),

(8,9,6,7,1,0,3,4,5),  (8,9,6,7,2,0,3,4,5), (8,9,6,7,2,1,3,4,5),

(8,9,6,7,3,4,5,0,1), (8,9,6,7,3,4,5,0,2),  (8,9,6,7,3,4,5,1,2),

(8,9,6,7,3,4,5,1,0), (8,9,6,7,3,4,5,2,0), (8,9,6,7,3,4,5,2,1)} .

Ñîãëàñíî (2.7) ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà zW  ðàâíî

2
12 2 2 3 3 2 2zCard W Card P Card P Card A Card T Card T Card T        

2! 2! 2! 3! 1 1 1 48        .

2.4. ГЕНЕРАЦИЯ k-МНОЖЕСТВ

Ñåìåéñòâî áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, ñôîðìèðîâàí-
íûõ âûøå, âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîæåñòâà ñ èçâåñòíûìè îïèñàíèÿ-
ìè è êîìáèíàòîðíûìè ñâîéñòâàìè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ìû èìååì ïðèåìëåìûå àëãîðèòìû ãåíåðàöèè äëÿ áàçîâûõ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ ìíîæåñòâ ïåðåñòàíîâîê, ðàçìå-
ùåíèé, ñî÷åòàíèé è êîðòåæåé òàêèå àëãîðèòìû ñóùåñòâóþò è
ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â [14–16, 18]. Èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíûõ
àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè äëÿ êîìïîçèöèîííûõ k-îáðàçîâ êîìáèíà-
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òîðíûõ ìíîæåñòâ (k-ìíîæåñòâ) îäíîâðåìåííî ñ àëãîðèòìè÷åñ-

êîé ðåàëèçàöèåé îòîáðàæåíèé i èç âûðàæåíèÿ (2.6) íà îñíîâå
îïåðàöèé n-êîìïîçèöèè è n-çàìåùåíèÿ îáóñëîâëèâàåò áîëüøèå
âîçìîæíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãåíåðàöèè ðàçëè÷íûõ k-ìíî-
æåñòâ. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ k-ìíîæåñòâ ïðè ðåøåíèè ðàç-
ëè÷íûõ çàäà÷ ãåíåðàöèè ïåðåñòàíîâîê, ñîäåðæàùèõ öèêëû, ïðè-
âåäåíû â [22], ïåðåñòàíîâîê ñ ÷àñòè÷íî çàäàííîé ñèãíàòóðîé – â
[64]. Îáùàÿ ñòðàòåãèÿ ãåíåðàöèè k-ìíîæåñòâ, àëãîðèòìû ãåíåðà-
öèè ñ îöåíêàìè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè èçëîæåíû â [65].

2.5. ПЕРЕЧИСЛЕНИЕ k-МНОЖЕСТВ НА ОСНОВЕ
КОМБИНАТОРНЫХ ВИДОВ

Ïðîàíàëèçèðóåì ñâÿçü ìåæäó ïðåäëîæåííîé êîíöåïöèåé êîì-
ïîçèöèîííûõ k-îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ (k-ìíîæåñòâ)
è òåîðèåé êîìáèíàòîðíûõ âèäîâ, èçëîæåííîé â [20]. Èñïîëüçóåì
îñíîâíûå ýëåìåíòû è òåðìèíîëîãèþ òåîðèè, ñëåäóÿ [20, 21]. Ïî-
ñòðîèì êîìáèíàòîðíûå âèäû, ñîîòâåòñòâóþùèå áàçîâûì êîìáè-
íàòîðíûì ìíîæåñòâàì è êîìïîçèöèîííûì k-îáðàçàì êîìáèíà-
òîðíûõ ìíîæåñòâ. Ðåçóëüòàò ïîñòðîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðå÷èñëåíèÿ k-ìíîæåñòâ.

Ïóñòü 1 2( , ,..., )nU U U U  – ìíîãîñîðòíîå ìíîæåñòâî [20], ãäå

i
iU z  1 2{ , ,..., }

i

i i i
nz z z , ni J . Îïðåäåëèì ìíîãîñîðòíûé âèä [20]

0 ( )S U , ãäå U  – îñíîâíîå ìíîæåñòâî, è îäíîñîðòíûå âèäû [20]

( )i
iS U , îñíîâíûìè ìíîæåñòâàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ iU , ni J .

Ïóñòü

( ) ( )i i
iS U S U , ni J ,                       (2.9)

ãäå ( )iS U  – ìíîãîñîðòíûé âèä, U  – åãî îñíîâíîå ìíîæåñòâî.

Ðàññìîòðèì ìíîãîñîðòíûé âèä ( )NSW U , 
1

n

i
i

N n


  , ïîñòðî-

åííûé èç 0 ( )S U  è ( )iS U  òèïà (2.9) ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ôóíê-

òîðèàëüíîé êîìïîçèöèè [20, 21]:
0 ( )[ ]1 2

1 2( ) , ,..., , ,...,n
N nSW U S S S S U U U 

0 1 2( ( ), ( ),..., ( ))nS S U S U S U  .                (2.10)

Âèä ( )NSW U  òèïà (2.10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âèä êîìïîçèöè-

îííîãî k-îáðàçà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ïðè k = 1.
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Ïîëó÷èì îáîáùåíèå êîìáèíàòîðíîãî âèäà ( )NSW U = 1 ( )NSW U

òèïà (2.10) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî íàòóðàëüíîãî 1k  .

Ðàññìîòðèì âèäû 1 21 211 12 21 22 1 2, ,..., ; , ,..., ;...; , ,...,n n n nS S S S S S S S

nnnS . Îñíîâíûìè ìíîæåñòâàìè ýòèõ âèäîâ ÿâëÿþòñÿ ij
ijU z : 11U 

11

11 11 11
1 2{ , ,..., }nz z z , 

12

12 12 12
12 1 2{ , ,..., }nU z z z , …, 1 2{ , ,...,n n

n

nn nn
nnU z z  }n

nnn

nn
nz .

Àíàëîãè÷íî âèäàì ( )iS U  îïðåäåëèì êîìáèíàòîðíûå âèäû

( )ij
iS U  ñëåäóþùèì îáðàçîì: ( ) ( )ij ij

i ijS U S U , 
in

j J , ãäå iU 

1 2( , ,..., )
ii i inU U U , ni J . Èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ ôóíêòîðèàëüíîé

êîìïîçèöèè, ïîñòðîèì âèäû 2 ( )NSW U : 2 1 11 12( , ,...,N NSW SW S S 

11 12)[ , ,..., ]n

n

nn
nnS U U U .

2 ( )NSW U  ÿâëÿþòñÿ âèäàìè êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ zW  òè-

ïà (2.10) ïðè 2k  .

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ âèäîâ äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî k, îïðåäåëèì êîìáèíàòîðíûå âèäû ( )k
NSW U  ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:




...1 1 2 1 1

...1 1 2 1 1

11...1
...1

11...1 ...( ) ( ,..., ) ,...,k k

k
k

nn n nk k
N N nn n nSW U SW S S U U     

     

  
  

 
 ,

(2.11)

ãäå 


...1 1 2 1 1

11...1
...

,...,k k
nn n n

S S        – ìíîãîñîðòíûå âèäû, êîòîðûå îï-

ðåäåëÿåì êàê 1 1
... ...1 1 1

... ...( ) ( )k k

k k
S U S U   

    , ... ...1 1 1 11
( ,

k k
U U    



... ...1 12 1 1 ...1 1
,..., )nk k k

U U       
. Çäåñü 1... kS    – çàäàííûå îäíîñîðòíûå

âèäû, 1
...1

... k

k
U z 

   îïðåäåëÿåì èç (2.3)–(2.5).

Òàêèì îáðàçîì, ( )k
NSW U  – âèä êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ

zW  òèïà (2.6) ïðè ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì k .

Ïîñòðîåííûå êîìáèíàòîðíûå âèäû ( )k
NSW U  ïîçâîëÿþò ðå-

øàòü ïåðå÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ êîìïîçè-
öèîííûõ k-îáðàçîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ. Ñ ýòîé öåëüþ èñ-
ïîëüçóåì ïðîèçâîäÿùèå ðÿäû âèäîâ ñòðóêòóð [20, 21] äëÿ áàçîâûõ
êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ è ïðîèçâîäÿùèå ðÿäû, ñâÿçàííûå ñ ðå-
çóëüòàòàìè îïåðàöèé íàä áàçîâûìè êîìáèíàòîðíûìè ìíîæåñòâàìè.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäÿùåãî ðÿäà, ñâÿçàííîãî ñ êîìáèíà-

òîðíûì âèäîì ( )k
NSW U , èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ.

Ïðîèçâîäÿùèå ðÿäû, ñâÿçàííûå ñ ìíîãîñîðòíûìè âèäàìè 0 ( )S U

è ( ) ( )i i
iS U S U , ni J , òèïà (2.9), ìîæíî çàïèñàòü òàê [20]:

1 2

0 0

1 2

1 2
1 2 1 2

, ,..., 0 1 2

...
( , ,..., ) ( , ,..., )

! ! ... !

n

n

n n n
n

n nS S
n n n n

x x x
F x x x F n n n

n n n

  


   , (2.12)

1 2

1 2

1 2
1 2 1 2

, ,..., 0 1 2

( ) ( ) ... ( )
( , ,..., ) ( , ,..., )

! ! ... !

n

i i

n

n n ni i i
i i i n

n nS S
n n n n

y y y
F y y y F n n n

n n n

  


   ,

(2.13)

ãäå 0 1 2( , ,..., )nS
F n n n  è 1 2( , ,..., )i nS

F n n n  – êîëè÷åñòâà 0 ( )S U - è

( )iS U -ñòðóêòóð, i in U , ni J  ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðîèçâîäÿùèé ðÿä, ñâÿçàííûé ñ êîìáèíàòîðíûì âèäîì
1 ( )NSW U  êàê ôóíêòîðèàëüíîé êîìïîçèöèåé n-ñîðòíûõ âèäîâ

0 ( )S U  è ( )iS U , ni J , îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì [20]:

1 2

1

1 2

1 2
1 2 1 2

, ,..., 0 1 2

...
( , ,..., ) ( , ,..., )

! ! ... !

n

N
N

n

n n n
n

n SW nSW
n n n n

x x x
F x x x F n n n

n n n

  


   , (2.14)

ãäå  1

0 1 2 0 1
1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )[ , ,..., ] ( ,

N

n
n nSW

F n n n S S S S U U U S S 

2,..., )nS S – êîëè÷åñòâî 1 ( )NSW U -ñòðóêòóð.

Êîëè÷åñòâî 1 ( )NSW U -ñòðóêòóð çàâèñèò îò êîìáèíàòîðíûõ âè-

äîâ 0 ( )S U , ( )iS U  è ìîùíîñòè èõ îñíîâíûõ ìíîæåñòâ. Åãî ìîæ-

íî âû÷èñëèòü äëÿ êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèé êîìáèíàòîðíîãî âèäà
1 ( )NSW U . Ïîñòðîåíèå ïðîèçâîäÿùåãî ðÿäà, ñâÿçàííîãî ñ êîìáè-

íàòîðíûì âèäîì ( )k
NSW U  òèïà (2.11), ñîñòîèò â ðåêóððåíòíîì

ïðèìåíåíèè âûðàæåíèé (2.12), (2.13) ñ ó÷åòîì ìîùíîñòè îñíîâ-
íûõ ìíîæåñòâ êîìáèíàòîðíûõ âèäîâ.

2.6. КЛАССИФИКАЦИЯ КОМПОЗИЦИОННЫХ k-ОБРАЗОВ
КОМБИНАТОРНЫХ МНОЖЕСТВ

Êëàññû áàçîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé
êëàññèôèêàöèè k-ìíîæåñòâ. k-Ìíîæåñòâî, â êîòîðîì áàçîâûå
ìíîæåñòâà ïîðÿäêà i ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó (íàïðèìåð, ïå-
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Т А Б Л И Ц А  2.1. Классы k-множеств при k = 1

Множества нулевого порядкаМножества
первого
порядка Перестановки Pn Размещения  nA Сочетания nC n-кортежи Tnm

Ïåðåñòà-

íîâêè Pn

Êîìïîçèöèè
ïåðåñòàíîâîê

NPW

Ðàçìåùåíèÿ
ïåðåñòàíîâîê

( , , , )AP n N K

Ñî÷åòàíèÿ
ïåðåñòàíîâîê

( , , , )CP n N K

n-êîðòåæ
ïåðåñòàíîâîê

( , )s
kP G H

Ðàçìåùå-

íèÿ nA
Ïåðåñòàíîâêè
ðàçìåùåíèé

( , , , )PA n N K

Êîìïîçèöèè
ðàçìåùåíèé

NAW

Ñî÷åòàíèÿ
ðàçìåùåíèé

( , , , )CA n N K

n-êîðòåæ
ðàçìåùåíèé

( , )ks
nA G H

Ñî÷åòà-

íèÿ nC 

Ïåðåñòàíîâêè
ñî÷åòàíèé

( , , , )PC n N K

Ðàçìåùåíèÿ
ñî÷åòàíèé

( , , , )AC n N K

Êîìïîçèöèè
ñî÷åòàíèé

NCW

n-êîðòåæ ñî-
÷åòàíèé

( , , , )TC n N K

n-êîðòåæè
Tnm

Ïåðåñòàíîâêè n-

êîðòåæåé m
nPT 

Ðàçìåùåíèÿ n-

êîðòåæåé m
nAT 

Ñî÷åòàíèÿ n-

êîðòåæåé m
nCT 

–

2-êîðòåæè
T2

Ïàðíûå ïåðå-

ñòàíîâêè m
nPI 

Ïàðíûå ðàç-

ìåùåíèÿ m
nAI 

Ïàðíûå ñî÷å-

òàíèÿ m
nCI 

–

ðåñòàíîâêàì), íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì. k-Ìíîæåñòâî, â êîòîðîì
áàçîâûå ìíîæåñòâà ðàçíûõ ïîðÿäêîâ ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì
êëàññàì, íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì.

Ìû ïîñòðîèëè êëàññèôèêàöèþ îäíîðîäíûõ k-ìíîæåñòâ, ïî-
ðîæäåííûõ ðàçëè÷íûìè áàçîâûìè êîìáèíàòîðíûìè ìíîæåñòâà-
ìè, ïðè k = 1. Êëàññû k-ìíîæåñòâ îïðåäåëÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè
îò êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿä-
êîâ. Ðåçóëüòàò êëàññèôèêàöèè ïðèâåäåí â òàáë. 2.1.

2.7. НЕКОТОРЫЕ КЛАССЫ
КОМПОЗИЦИОННЫХ k-ОБРАЗОВ КОМБИНАТОРНЫХ

МНОЖЕСТВ И ИХ СВОЙСТВА

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû íåêîòîðûõ êëàññîâ k-ìíîæåñòâ, êîòî-
ðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

2.7.1. Множество перестановок кортежей

Ïóñòü

1 2{( , ,..., )}i i i
i mT z z z                          (2.15)
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– m-êîðòåæ, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà 1{ ,iiU z

2,..., }i i
mz z , i

jz R , ni J , mj J . k  Ìíîæåñòâ ñðåäè n  ìíîæåñòâ

iT  ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Ðàññìîòðèì k-ìíîæåñòâî nkP , 1 2, ,T T

..., nT , ïîðîæäåííîå ìíîæåñòâàìè 1 1 1
1 2{ , ,..., }mz z z , 2

1{ ,z  2 2
2 ,..., }mz z ,

…, 1 2{ , ,..., }n n n
mz z z . Ýòî k-ìíîæåñòâî îáîçíà÷èì m

nkPT  è íàçîâåì

ìíîæåñòâîì ïåðåñòàíîâîê êîðòåæåé, ò. å. óïîðÿäî÷åííûõ íàáî-

ðîâ âèäà m
nkh PT , ãäå 1 2 1 1

1 2( , ,..., ) ( , ,...,ni i i i ih z z z z z   1 2 2
1 2, , ,...,i i i

mz z z

2
1 2, ..., , ,..., )n n ni i ii

m mz z z z , ,s s ni j J , ,s s ni j s J  . Ýëåìåíòû m
nkPT  îò-

ëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîðòåæåé iz  â íàáîðàõ.

Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà m
nkPT  ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî

ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò òàêæå ìíîæåñòâó ïåðåñòàíîâîê 0N k
P , ïî-

ðîæäåííîìó ìíîæåñòâîì 1 1 1 2 2 2
1 2 1 2 1 2{ , ,..., , , ,..., , ..., , ,...,n n

m mD z z z z z z z z

}n
mz . Çäåñü N mn , 0k k , 0k  – êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ â D . Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 0

m
nk N k

PT P .

Êîìáèíàòîðíûé âèä ( )m
nSPT U  ïåðåñòàíîâîê êîðòåæåé ïðè

n k  ìîæåò áûòü ïîñòðîåí â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì, èçëî-

æåííûì â ï. 2.5. Ðàññìîòðèì âèä mST  êîðòåæåé, ïîñòðîåííûõ

èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ âèäà (2.15). Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíè-

åì (2.9) ââåäåì âèä ( ) ( )
i

m m iST U ST U , ni J , ñ îñíîâíûì ìíî-

æåñòâîì 1 2( , ,..., )nU U U U . Ïóñòü ( )nSP U  – n-ñîðòíûé âèä ïå-

ðåñòàíîâîê, ÷üèì îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ U . Èñïîëüçî-

âàâ ôîðìóëó (2.10), ïîëó÷èì âèä ( )m
nSPT U : ( )m

nSPT U 
1

( ,mnSP ST
2

1 2,..., )[ , ,..., ]
n

m m nST ST U U U .

Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê êîðòåæåé ìîæ-
íî âû÷èñëèòü ñîãëàñíî (2.14). Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåì ïîðîæ-
äàþùèé ðÿä äëÿ ïåðåñòàíîâîê è ïîñòðîèì ïîðîæäàþùèé ðÿä
äëÿ m-êîðòåæåé. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ m-êîðòåæà Ti êàê Ti =

= 1 2{( , ,..., ) | , }i i i i
m j i mz z z z U j J  , ni J , ïîñòðîèì ïðîèçâîäÿùèé

ðÿä, ñâÿçàííûé ñ âèäîì ( )mST U  êàê ïðîèçâåäåíèå m  âèäîâ ìíî-

æåñòâ [20]: 
2

2( ) 1 ... ...
2 ! !m

n
mx n

ST

x x
F x e mx m m

n
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Ïðîèçâîäÿùèé ðÿä äëÿ n-ñîðòíîãî âèäà ïåðåñòàíîâîê ( )nSP U

[20] çàïèñûâàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 2

1 2

1 2
1 2

, ,..., 0 1 2

( , ,..., ) ! ...
! ! !

n

n

n

n n n
n

SP n
n n n n

x x x
F x x x n

n n n

     .

Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (2.14) ïîëó÷àåì ïðîèçâîäÿùèé ðÿä,

ñâÿçàííûé ñ âèäîì ( )m
nSPT U  ïåðåñòàíîâîê m-êîðòåæåé iT :

1 2
1 2

0

...
( , ,..., ) ( ) !

!
m
n

m

nm n
nSPT

m

x x x
F x x x m n

m

   
  

 
 .

Ýòîò ïðîèçâîäÿùèé ðÿä ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà âñåâîçìîæ-

íûå m-êîðòåæè, ïîñòðîåííûå èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà 1 2{ , ,i i
iU z z

..., }i
mz , ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. Åñëè äîïóñòèìûì ÿâëÿåòñÿ òîëü-

êî îäèí çàäàííûé m-êîðòåæ, ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ ìíîæå-

ñòâà iU , òî ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîèçâîäÿùèé ðÿä ïðè n k  ïðè-

îáðåòàåò âèä

1 2
1 2

0

...
( , ,..., ) !

!
m
n

m

n
nSPT

m

x x x
F x x x n

m

   
  

 
 .

Â ýòîì ñëó÷àå !m
nk nkCard PT Card P n  .

2.7.2. Композиция перестановок

Ïóñòü ntP  – ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê n  ýëåìåíòîâ, t  èç êî-

òîðûõ ðàçëè÷íû. Êîìïîçèöèîííûé k -îáðàç êîìáèíàòîðíûõ ìíî-

æåñòâ ntP ; 
1 1m kP , 

2 2m kP , …, 
n nm kP , ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâàìè 1U 

1

1 1 1

1 2{ , ,..., }mb b b , 
2

2 2 2

2 1 2{ , ,..., }mU b b b , …, 1 2{ , ,..., }
n

n n n
n mU b b b , 1( ,U U

2,..., )nU U , íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé ïåðåñòàíîâîê è îáîçíà÷àåò-

ñÿ 1 2( , , ,..., )P P nW W N m m m . PW  ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ 1( ,w w

2,..., )n Pw w W , ãäå 
1 2

( , ,..., )
mj

j j j
i s s sw b b b , 

imi J , nj J . Â ìíîæåñò-

âå 1 2{ , ,..., }nw w w  t  ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íû, jk  ýëåìåíòîâ ñðåäè 
1
,jsb

2
,...,

mj

j j
s sb b ðàçëè÷íû. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 2( , ,..., ) ,

j jm ms s s L  ãäå Lk –

ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ èíäåêñíîãî ìíî-

æåñòâà kJ .
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Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà PW  ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî

ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ òàêæå ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà 0Nk
P , ïîðîæ-

äåííîãî ìíîæåñòâîì

1

1 1 1

1 2 1 2 1 2{ , ,..., ,..., , ,..., } { , ,..., }
n

n n n
m m NG a a a a a a g g g  ,      (2.16)

ñîäåðæàùèì 0k  ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñïðàâåä-

ëèâî âêëþ÷åíèå 0P Nk
W P .

Êîìáèíàòîðíûé âèä êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê ïðè n t  îáî-

çíà÷èì 1 2( ) ( , , , ,..., )P P nVW U VW U N n n n . Ïîñòðîåíèå ( )PVW U  è

ñâÿçàííîãî ñ íèì ïðîèçâîäÿùåãî ðÿäà 
PVWF  âûïîëíèì íà îñíîâå

âûðàæåíèé (2.10) è (2.14). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì: ( )PVW U 
1 2

1 2( , ,..., )[ , ,..., ]
n

n n nn nSP SP SP SP U U U  , ãäå ( )
i

nSP U  – n-ñîðòíûé

âèä ïåðåñòàíîâîê, ( ) ( )
i

n iSP U SP U , ( )iSP U  – îäíîñîðòíûé âèä

ïåðåñòàíîâîê, ni J . Ïðîèçâîäÿùèé ðÿä, ñâÿçàííûé ñ âèäîì

( )PVW U , çàïèñûâàåì òàê:

1 2

1 2

1 2
1 2 1 2

, ,..., 0 1 2

...
( , ,..., ) ! ! ... ! !

! ! ... !

n

P

n

m m m
n

VW n n
m m m n

x x x
F x x x m m m n

m m m

  
     

   =

= 1 2

1 2

1 2
, ,..., 0

! ... n

n

m m m
n

m m m

n x x x


    .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîèçâîäÿùèì ðÿäîì êîëè÷åñòâî ýëåìåí-

òîâ ìíîæåñòâà PW  ïðè n t , i im k , ni J , ðàâíî: PCardW 

1 2! ! ... ! !nm m m n     .

2.7.3. k-Композиция перестановок

Ïóñòü k-ìíîæåñòâî

0 nmY P ,                             (2.17)

1 11 n mY P , 
2 22 n mY P ,…,

n nn n mY P ,               (2.18)

11 1111 n mY P , 
12 1212 n mY P ,…,

1 1 11 1
1 n nn n mY P , 

21 2121 n mY P ,

22 2222 n mY P , …, 
2 2 22 2

2 n nn n mY P , …,
1 1 1n nnn n mY P ,

2 2 2n nnn n mY P ,…,
n nn nnn n

nn n mY P , …,                (2.19)
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  1...1 1...11...1

k k k

n mY P ,…, 
1 1 ... ...1 1 1 1
... k nn n nn nk k

nn n n mY P
  
          (2.20)

ïîðîæäåíî ìíîæåñòâàìè

1...1

1 1 1 1
1 1 2{ , ,..., }

k

k
nB z a a a  ,…,

...1 1
1 2{ , ,..., }

nn nk

k

nB z a a a


   
   .   (2.21)

Çäåñü 1j
ia R , 

k
ni J


 ; k ,   îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (2.3).

Äàííîå k-ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ k-êîìïîçèöèåé ïåðåñòàíîâîê è

îáîçíà÷àåòñÿ k
PW . Çäåñü nmP  âèäà (2.17) – ìíîæåñòâî íóëåâîãî

ïîðÿäêà, ìíîæåñòâà (2.18)–(2.20) ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ïåð-

âîãî, âòîðîãî, …, k-ãî ïîðÿäêà. k
PW  ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ w 

1 2( , ,..., ) k
Pw w w W  , ãäå 

1 2
( , ,..., )

n
k

j j j
i s s sw a a a


 , ,i j J , 1( ,s  2,...,s

)
k k

n ns L
 

 , kL  – ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåí-

òîâ èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà kJ . Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2

1 21 ( ... )

.
i i

i i

k
k

P nm n m
i

V Card W Card P Card P
 

     

            (2.22)

Åñëè â âûðàæåíèè (2.22) n m  è 
i i

n m  , ki J , òî ,
i i i

n m nP P
  



ki J , ò. å. âñå ìíîæåñòâà 
i i

n mP
 

 ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ïåðåñòà-

íîâîê áåç ïîâòîðåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî,

1 21 ( ... )

! !
i

i i

k
k

P
i

V Card W n n
     

    .                (2.23)

Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà k
PW  ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî

ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ òàêæå ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà 0Nm
P , ïîðîæ-

äåííîãî ìíîæåñòâîì 
1...1 ...1 1

1 1 1
1 2 1 2{ , ,..., ,..., , ,..., }

nn nk
k

n nG a a a a a a


     1{ ,g

2,..., }Ng g , ò. å. 0

k
P Nm

W P , ãäå

...1 11

1

1 2

...
1 1 1

...
k

k

k

nnn

N n


 
     

    .                  (2.24)

Êîìáèíàòîðíûé âèä ( )k
PVW U  k-êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê

ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðû, îñíî-
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âàííîé íà âûðàæåíèè (2.11). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì: ( )k
PVW U 

1 21
1 2( , ,..., )[ , ,..., ]

Nk
N N NP NVW SP SP SP U U U  , ãäå N  îïðåäåëÿåòñÿ ñî-

îòíîøåíèåì (2.24), ( )
i

NSP U  – N-ñîðòíûé âèä, ïîñòðîåííûé àíà-

ëîãè÷íî âèäó 1
...1 1

... ( )k

k
S U   

   â (2.11), Ni J .

Ïîñòðîèì ïðîèçâîäÿùèé ðÿä, ñâÿçàííûé ñ âèäîì ( )k
PVW U ,

èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (2.14):

...1 2...1 1
1 2

1 2

... 11...1 1 21 2

...

1 2

...

( , ,..., ) ( , ,..., )
!

knn nk
k

k k k
P P

kk

n
n

NVW VW
n n

x
F x x x F n n n

n

  


  

  
  

   

  ,

ãäå 
1 2

( , ,..., )k k
P

VW
F n n n V     îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.23). Â ðå-

çóëüòàòå

 

...1 2...1 1
1 2

1 2 1 2 ... 11...1 1 21 2

...

1 2
, ,..., 0 1 ( ... ) ...

( , ,..., ) ! !
!

knn nk
k

k i
P

k i i kk

n
nk

NVW
i n n

x
F x x x n n

n

  


  

  


             

     .

2.8. ЗАДАЧИ КОМБИНАТОРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ
НА k-МНОЖЕСТВАХ

Êîìïîçèöèîííûå k-îáðàçû êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ (k-ìíî-
æåñòâà) è èõ ïîäìíîæåñòâà ìîãóò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå îáëàñòåé
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè:

( ) min   ,                            (2.25)

zA W   ,                            (2.26)

ãäå   – ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà ïîäìíîæåñòâå A  êîìïîçè-

öèîííîãî îáðàçà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ zW  âèäà (2.6).

Îñóùåñòâèì ïîãðóæåíèå ìíîæåñòâà Wz â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñò-

âî NR  ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ f âèäà [2]: : N
zf W R , 1( ,w w 

2,..., )N zw w W , 1 2( ) ( , ,...,x f w x x  ) , ,N
N i ix E R x w    Ni J .

Íà ýòîé îñíîâå ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó êîìáèíàòîðíîé îïòè-
ìèçàöèè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷å (2.25)–
(2.26):

( ) minx  ,                            (2.27)
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N
zx X E R   ,                        (2.28)

ãäå ( )x f  , ( ) ( )x     zW  , X , zE  – îáðàçû ñîîòâåòñò-

âåííî ìíîæåñòâ A , zW  â ïðîñòðàíñòâå NR  ïðè îòîáðàæåíèè f .

Îñóùåñòâèì ïåðåõîä îò çàäà÷è îïòèìèçàöèè (2.27)–(2.28) ê
ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè ñ âûïóêëîé (ñèëüíî âûïóê-

ëîé ñ ïàðàìåòðîì 0  ) íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå

conv zV E  öåëåâîé ôóíêöèåé. Çäåñü ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ çà-

äà÷ îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå zE  áóäåì ïîíèìàòü â òîì ñìûñ-

ëå, ÷òî ôóíêöèÿ öåëè èñõîäíîé çàäà÷è è âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ öå-

ëè ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è ñîâïàäàþò â òî÷êàõ ìíîæåñòâà zE . Ñ

ýòîé öåëüþ èñïîëüçóåì ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ è ñèëüíî
âûïóêëûõ ïðîäîëæåíèé ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êîìáèíàòîðíûõ
ìíîæåñòâàõ, ïðåäëîæåííûå â ðàáîòàõ [38, 41, 50–53, 56].

2.9. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
И РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНЫХ

ЗАДАЧ РАЗМЕЩЕНИЯ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДОВ

Ââåäåííûå êîìïîçèöèîííûå k-îáðàçû êîìáèíàòîðíûõ ìíî-
æåñòâ (k-ìíîæåñòâà) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëÿõ è ìåòîäàõ ðåøåíèÿ çàäà÷, èìåþùèõ êîìáèíàòîðíóþ
ñòðóêòóðó. Êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà k-ìíîæåñòâ, çàäàííûå ïðè
èõ ïîñòðîåíèè, ïîçâîëÿþò áîëåå àäåêâàòíî îïèñûâàòü ñîîòâåòñò-
âóþùèå ñâîéñòâà êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷. Ýòî ïîâûøàåò ýôôåê-
òèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ êîìáèíàòîðíîé îïòè-
ìèçàöèè è äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäëàãàòü íîâûå ïîäõîäû ê àíàëè-
çó ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàäà÷. Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû çà-
äà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è
ìåòîäû àíàëèçà êîòîðûõ èñïîëüçóþò k-ìíîæåñòâà.

Çàäà÷è ðàñêðîÿ è ðàçìåùåíèÿ (Packing and Cutting problems
[66]) ýëåìåíòîâ â íåêîòîðîé îáëàñòè âîçíèêàþò âî ìíîãèõ ñôå-
ðàõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Ïðèìåðàìè òàêèõ çàäà÷ ìîãóò
áûòü ðàçìåùåíèå êîíòåéíåðîâ â òðþìå êîðàáëÿ, ðàçìåùåíèå òî-
âàðà íà ñêëàäàõ, ôîðìèðîâàíèå êàðò ðàñêðîÿ ïðè ïîäãîòîâêå ïî-
ëèãðàôè÷åñêîé ïðîäóêöèè èëè ïðîåêòèðîâàíèå è ðàçìåùåíèå
ýëåìåíòîâ íà ýëåêòðîííûõ ïëàòàõ [2]. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ òàêèå
çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îäíîêðèòåðèàëüíûå îïòèìèçàöèîí-
íûå çàäà÷è. Ïðèìåðàìè êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè ìîãóò ñëóæèòü:
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çàïîëíåíèå îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ, îñòàòîê ìàòåðèàëà, ïëîòíîñòü
ðàçìåùåíèÿ è äðóãèå. Îäíàêî, ñòðóêòóðà ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷ òàêîâà, ÷òî òðåáóåò ó÷åòà íåñêîëüêèõ êðèòåðèåâ îäíîâðå-
ìåííî. Òàê, â [67] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äîñòàâêè ãðóçîâ â ðàç-
ëè÷íûå ïóíêòû. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî íå òîëüêî ìàê-
ñèìàëüíî çàïîëíèòü ãðóçîâîé îòñåê, à òàêæå, â çàâèñèìîñòè îò
âûáðàííîãî ìàðøðóòà, îáåñïå÷èòü óäîáñòâî âûãðóçêè ãðóçà â
ïóíêòàõ ðàçãðóçêè.

Â äàííîì ïàðàãðàôå âûïîëíåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-

íèå è ðåøåíèå ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ýëåìåí-

òîâ, èìåþùèõ ôîðìó ïàðàëëåëåïèïåäà, â îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ,

òàêæå èìåþùåé ôîðìó ïàðàëëåëåïèïåäà.

2.9.1. Общая постановка задачи

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïàêîâêè n-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ â
ïàðàëëåëåïèïåäå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì è ðàçâèòèåì çà-
äà÷ óïàêîâêè, èññëåäîâàííîé â [68, 69], è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Èìååòñÿ N  ïðÿìîóãîëüíûõ n-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ (n-ïà-

ðàëëåëåïèïåäîâ) n
iP R  âèäà

1 2{ : ( , ,..., ) | 0 , {1,2,..., }},n
i n k ik nP x R x x x x x a k J n       (2.29)

ãäå 1 2( , ,..., )i i i ina a a a  – âåêòîð ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê (ëè-

íåéíûõ ðàçìåðîâ) n-ïàðàëëåëåïèïåäà iP , Ni J , {1,2,..., }NJ N .

Êàæäûé n-ïàðàëëåëåïèïåä iP  õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðàìè ïàðà-

ìåòðîâ ðàçìåùåíèÿ è ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ s
i R  , Ni J , ñðå-

äè êîòîðûõ ìîãóò áûòü êîîðäèíàòû åãî öåíòðà òÿæåñòè, öåí-

íîñòü, âåñ è ò. ä. Ïîëàãàåì, ÷òî n-ïàðàëëåëåïèïåäû iP  ìîãóò ïî-

âîðà÷èâàòüñÿ íà óãëû / 2  îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêî-

ñòåé ïðîñòðàíñòâà nR . Çàäàíà îáëàñòü ðàçìåùåíèÿ â âèäå n-

ïàðàëëåëåïèïåäà 0D , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê

0 1 2 0{ , ( , ,..., ) | 0 , },n
n k k nD x R x x x x x b k J           (2.30)

ãäå 01b d  – ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà, 0 01 02 0( , ,..., )nb b b b  – âåêòîð

ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê n-ïàðàëëåëåïèïåäà 0D .

Ïðè ýòîì ãðàíè n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ iP , Ni J , ïàðàëëåëüíû

ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíÿì n-ïàðàëëåëåïèïåäà 0D . Ðàçìåùåíèå n-
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ïàðàëëåëåïèïåäîâ iP , Ni J , â îáëàñòè 0D  õàðàêòåðèçóåòñÿ âåê-

òîðíûì êðèòåðèåì 1 2( , ,..., )mF F F F .

Íåîáõîäèìî óïàêîâàòü n-ïàðàëëåëåïèïåäû iP  èç ìíîæåñòâà

1 2{ , ,..., }NP P P  ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè èõ ïîâîðîòîâ íà óãëû / 2  â

n-ïàðàëëåëåïèïåäå 0D  òàê, ÷òîáû ïàðàëëåëåïèïåäû ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàëèñü, âûïîëíÿëèñü çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ i  è âåêòîðíûé êðèòåðèé F  äîñòèãàë ýêñòðåìàëü-

íîãî çíà÷åíèÿ.

2.9.2. Особенности решения общей задачи

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïðèâåäåííîé ïîñòàíîâêå ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ìåòîäîâ ìíîãîêðèòåðè-

àëüíîé îïòèìèçàöèè è ñõåì ïåðåáîðà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ

ñêàëÿðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Ñëîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàííîé

çàäà÷è, áîëüøîå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ðàçìåùåíèÿ ïàðàëëåëå-

ïèïåäîâ íå ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü òî÷íûå ìåòîäû îïòèìèçà-

öèè, îðèåíòèðóÿ íà ïðèìåíåíèå ïðèáëèæåííûõ è ýâðèñòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ.

Â ÷àñòíîñòè, àíàëèç ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ìîæíî ïðî-

âîäèòü ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè [70, 71]:

1. Âûäåëåíèå ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé – ðàçëè÷íûõ âà-

ðèàíòîâ ðàçìåùåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

2. Ôîðìèðîâàíèå ìíîãîôàêòîðíûõ ñêàëÿðíûõ îöåíîê ðàçëè÷-

íûõ âàðèàíòîâ ðàçìåùåíèÿ n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ íà îñíîâå ñâåðò-

êè êðèòåðèåâ ñ ïîñëåäóþùåé îïòèìèçàöèåé ñêàëÿðíîãî îáîáùåí-

íîãî êðèòåðèÿ.

3. Ñõåìà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿåìûõ êðèòåðèåâ.

Ðåøåíèå ñêàëÿðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ

èëè îáîáùåííîãî êðèòåðèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü íà îñíîâå ìåòîäà

ñóæàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé (ÌÑÎ) [72].

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ðåàëèçàöèè îáùåé çàäà÷è ðàçìåùå-

íèÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

Çàäà÷à 1. Èìåþòñÿ N  ïðÿìîóãîëüíûõ n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ
n

iP R  âèäà (2.29) è îáëàñòü ðàçìåùåíèÿ 0D  âèäà (2.30). Ãðàíè

n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ iP , Ni J , ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì

ãðàíÿì n-ïàðàëëåëåïèïåäà 0D . Äëÿ êàæäîãî ïàðàëëåëåïèïåäà iP

èçâåñòíû êîîðäèíàòû åãî öåíòðà òÿæåñòè â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå
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êîîðäèíàò 0 0 0
0 1 2( , ,..., )i i i
i n im m m m P  , ñîîòâåòñòâóþùèå åãî íà-

÷àëüíîé îðèåíòàöèè, è ìàññà iM , Ni J . Ïîëàãàåì, ÷òî:

1. Êðîìå ïîâîðîòîâ ïàðàëëåëåïèïåäîâ iP  íà óãëû / 2  äî-

ïóñòèìû èõ çåðêàëüíûå îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòåé.

2. Ëèíåéíûå ðàçìåðû îáëàñòè 0D  ïîçâîëÿþò ðàçìåñòèòü âñå

n-ïàðàëëåëåïèïåäû iP , Ni J . Äëÿ ýòîãî ïîëàãàåì, ÷òî 0kb 

,
max
N ni J j J 

 , 2,3,...,k n .

3. Ðàçìåùåíèå n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ iP , Ni J , â îáëàñòè 0D

õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðíûì êðèòåðèåì 1 2( , )F F F , ãäå 1F  –

äëèíà d  ðåáðà 01b , õàðàêòåðèçóþùàÿ çàíÿòóþ ÷àñòü îáëàñòè 0D ,

2F  – õàðàêòåðèñòèêà îòêëîíåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè ðàçìåùåííûõ

ïàðàëëåëåïèïåäîâ îò çàäàííîé òî÷êè îáëàñòè 0D .

Íåîáõîäèìî óïàêîâàòü n-ïàðàëëåëåïèïåäû iP , Ni J , ñ ó÷å-

òîì âîçìîæíîñòè èõ ïîâîðîòîâ íà óãîë / 2  è çåðêàëüíûõ îòðà-

æåíèé â n-ïàðàëëåëåïèïåäå 0D  òàê, ÷òîáû ïàðàëëåëåïèïåäû ïî-

ïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü è êðèòåðèè 1F  è 2F  äîñòèãàëè ìèíè-

ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.
Çàäà÷à 2. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è íåîáõîäèìî òàê

óïàêîâàòü n-ïàðàëëåëåïèïåäû iP , Ni J , ÷òîáû öåíòð òÿæåñòè

ðàçìåùåííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ íàõîäèëñÿ â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè çàäàííîé òî÷êè îáëàñòè D0, îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé ëè-
íåéíûõ íåðàâåíñòâ.

2.9.3. Построение математических моделей задач

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàäà÷ 1 è 2 èñïîëü-
çóåì ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò  -ôóíêöèé [68, 73, 74].

Ñ êàæäûì n-ïàðàëëåëåïèïåäîì iP , Ni J , ñâÿæåì îðòîãî-

íàëüíóþ ïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 1 2 ... nOx x x , à ñ îáëàñòüþ

0D  – íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 1 2 ... nOx x x . Íà÷àëî ñîáñò-

âåííîé (ïîäâèæíîé) ñèñòåìû êîîðäèíàò n-ïàðàëëåëåïèïåäà

iP  – òî÷êó iO , íàõîäÿùóþñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîì öåíòðå ïàðàëëå-

ëåïèïåäà, ïðèìåì â êà÷åñòâå åãî ïîëþñà, Ni J . Êîîðäèíàòû

1 2( , ,..., )i i i inu u u u  ïîëþñà n-ïàðàëëåëåïèïåäà iP , Ni J , îòíîñè-
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òåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò 1 2 ... nOx x x  ÿâëÿþòñÿ åãî

ïàðàìåòðàìè ðàçìåùåíèÿ è îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå n-ïàðàëëå-

ëåïèïåäà â ïðîñòðàíñòâå nR . Òîãäà âåêòîð 1 2( , ,..., ) Nn
Nu u u u R 

îïðåäåëÿåò ðàçìåùåíèå ïàðàëëåëåïèïåäîâ 1P , 2P , …, NP  â ïðî-

ñòðàíñòâå nR .
Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâîðîòîâ n-ïàðàëëå-

ëåïèïåäîâ iP , Ni J , íà óãîë / 2  îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ

ïëîñêîñòåé ïðîñòðàíñòâà nR  êàæäîìó n-ïàðàëëåëåïèïåäó Pi ïî-

ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð åãî ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ia 

1 2( , ,..., )i i ina a a , Ni J . Ðàçëè÷íûå ïîâîðîòû êàæäîãî n-ïàðàë-

ëåëåïèïåäà iP  íà óãîë / 2  îïèøåì ñ ïîìîùüþ óïîðÿäî÷åíèÿ

ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ Pi. Ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ âåêòîðà 1( ,i ia a

2,..., )i ina a  âèäà

1 2
( , ,..., )

i i init ik ik ika a a a ,                    (2.31)

ãäå 1 2( , ,..., )i i i inv k k k  – ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ èíäåêñíîãî ìíî-

æåñòâà nJ , Mt J , !M n , ñîîòâåòñòâóåò âñåâîçìîæíûì ïîâîðî-

òàì n-ïàðàëëåëåïèïåäà iP  íà óãîë / 2 , Ni J . Ïåðåñòàíîâêà

âèäà (2.31) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç âåêòîðà 1 2( , ,..., )i i i ina a a a ,

ñîîòâåòñòâóþùåãî íà÷àëüíîé îðèåíòàöèè n-ïàðàëëåëåïèïåäà Pi,

êàê it i ta a Q  , ãäå tQ  – ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà. Ïðè ýòîì

ïîâîðîò n-ïàðàëëåëåïèïåäà iP , çàäàâàåìûé ïðåîáðàçîâàíèåì tQ ,

âëå÷åò çà ñîáîé èçìåíåíèå åãî öåíòðà òÿæåñòè ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: 0i i tm m Q  , Mt J , !M n .

Öåíòð òÿæåñòè n-ïàðàëëåëåïèïåäà iP  – òî÷êà 1( ,iim m  2,
im

..., )i
nm  – ñ ó÷åòîì âñåâîçìîæíûõ ïîâîðîòîâ íà óãîë / 2  è çåð-

êàëüíûõ îòðàæåíèé íàõîäèòñÿ â îäíîé èç 2n  âåðøèí n-ïàðàë-

ëåëåïèïåäà i iH P , ó êîòîðîãî ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð ñîâïàäàåò

ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì  Pi, à îäíîé èç âåðøèí ÿâëÿåòñÿ òî÷êà
0 0 0

0 1 2( , ,..., )i i i
i n im m m m P  , Ni J . Âñå âåðøèíû n-ïàðàëëåëåïèïå-

äà i iH P  ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïî ôîðìóëå

0 2i i i i
j j j jm m y   , 0i i

j ij ju m   ,               (2.32)

ãäå {0,1}i
jy  , nj J , Ni J .
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèå n-ïàðàëëåëåïèïåäà iP  îïðåäåëÿ-

åòñÿ åãî ïàðàìåòðàìè ðàçìåùåíèÿ 1 2( , ,..., )i i i inu u u u , îðèåíòàöè-

åé, çàäàâàåìîé ïîâîðîòîì íà óãîë / 2  ñ ïîìîùüþ âåêòîðà

1 2( , ,..., )i i i inv k k k , è ïîëîæåíèåì öåíòðà òÿæåñòè, êîòîðûé çàäà-

åòñÿ âåêòîðîì áóëåâûõ ïåðåìåííûõ 1 2( , ,..., )i i i iny y y y , Ni J .

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé îðèåíòèðîâàííûé ïàðàëëåëåïèïåä îáî-

çíà÷èì êàê ( , , )i i i iP u v y , Ni J .

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çàäà÷ 1 è 2 ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì
âèäå.

2.9.4. Модель задачи 1

Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè îòêëîíåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè ðàç-

ìåùåííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ îò çàäàííîé òî÷êè îáëàñòè 0D  –

êðèòåðèÿ 2F  – ïðèìåì êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðîì òÿ-

æåñòè ðàçìåùåííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ 1 2( , ,..., )c c c
c nX x x x  è ãåî-

ìåòðè÷åñêèì öåíòðîì dC  îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàí-

íîé äëèíå ðåáðà 01b . Èìååì

1

( )N
i i i

c
i

M m y
X

M


  , 

1

N

i
i

M M


  , 1 2( , ,..., )d d d
d nC c c c ,

1
2

d d
c  , 

0

2

jd
j

b
c  , 2,3,...,j n ,

2
2

1

( ) ( ( ) )
n

c d
i i

i

F X x y c


  ,                   (2.33)

0 01
( ) ( 2( ) )

N
c j j j
i j i ji i i

j

x y M m U m y
M

     ,

3 1

*
1 2arg min ( ( ), ( ))

NnX W R

X F X F X
 

 ,                  (2.34)

ãäå 1( )F X d , 01d b , ( , , , )X u v y d , 1 2( , ,..., )Nu u u u , 1 2( , ,v v v
..., )Nv , 1 2( , ,..., )Ny y y y , W  – îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,

êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ [68]:

0 0

( , , , ) 0, , , ,

( , , ) 0, .

ij i j i j N

j j j N

u u v v i j J i j

u u v j J

   
  

            (2.35)
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.34) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ñõåìà
ïîñëåäîâàòåëüíîé îïòèìèçàöèè êðèòåðèåâ. Â ýòîì ñëó÷àå íåîá-
õîäèìî ðåøèòü ïîñëåäîâàòåëüíî äâå îäíîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è:

3 1

*
1 1arg min ( ( ))

NnX W R

X F X
 

 ,                    (2.36)

3 1

*
2 2arg min ( ( ))

NnX W R

X F X
 

 .                    (2.37)

Çàäà÷à (2.36) çàêëþ÷àåòñÿ â óïàêîâêå ïàðàëëåëåïèïåäîâ iP  â

çàäàííîé îáëàñòè 0D  òàê, ÷òîáû äëèíà d  ðåáðà 01b , õàðàêòåðè-

çóþùàÿ çàíÿòóþ îáëàñòü, áûëà ìèíèìàëüíîé. Äëÿ ðåøåíèÿ äàí-
íîé çàäà÷è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [68].

Çàäà÷à (2.37) ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè çíà÷åíèé áóëåâûõ ïåðåìåííûõ ( ,..., )j Nny y y , õàðàêòåðè-

çóþùåé ðàçìåùåíèå öåíòðîâ òÿæåñòè âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êî-

òîðàÿ áû ìèíèìèçèðîâàëà êðèòåðèé 2 ( )F X .

2.9.5. Модель задачи 2

Â òåðìèíàõ ìîäåëè çàäà÷è 1 çàïèøåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-
äåëü çàäà÷è 2:

3 1

*
1 2arg min ( ( ), ( ))

NnX W R

X F X F X
 

 ,                 (2.38)

3 1

*
1 1arg min ( ( ))

NnX W R

X F X
 

 ,                    (2.39)

3 1

*
2 2arg min ( ( ))

NnX W R

X F X
 

 ,                    (2.40)

L X h  ,                               (2.41)

ãäå ( )[ ]ij m n NL L   , m  – êîëè÷åñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, îïè-

ñûâàþùèõ íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü çàäàííîé òî÷êè îáëàñòè dC , â

ïðåäåëàõ êîòîðîé ìîæåò íàõîäèòüñÿ èñêîìûé öåíòð òÿæåñòè
ðàçìåùåííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.38) èñïîëüçóåì ñõåìó ïîñëåäîâàòåëü-

íîãî ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèåâ. Ïðè ýòîì ðåøåíèå ñêàëÿðíîé çàäà-

÷è (2.39) âûïîëíèì ïî ñõåìå, ïðåäëîæåííîé â [68]. Äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è (2.40) èñïîëüçóåì ñõåìó ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö â ñëå-

äóþùåì âèäå.



Г л а в а  2.  Комбинаторные конфигурации со специальными свойствами…

74

2.9.6. Метод ветвей и границ

Ðåøåíèå çàäà÷è (2.40) çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òàêîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé áóëåâûõ ïåðåìåííûõ ( ,..., )j ky y y

äëèíû ,k n N   ñ ó÷åòîì ñèñòåìû ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé (2.41),

êîòîðàÿ áû ìèíèìèçèðîâàëà êðèòåðèé 2( )F X . Îòìåòèì, ÷òî ìíî-

æåñòâî âñåõ çíà÷åíèé áóëåâûõ ïåðåìåííûõ ( ,..., )j ky y y  ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî kB  k-ìåðíûõ áóëåâûõ âåêòîðîâ –

âåðøèí k-ìåðíîãî ãèïåðêóáà, èññëåäîâàííîãî, íàïðèìåð, â [41].
Â [41] ïðèâåäåíà ñõåìà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ çà-

äà÷ îïòèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå kB  áåç

äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Ðàñïðîñòðàíèì óêàçàííûé ïîäõîä
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.40).

Îïèøåì îñíîâíûå øàãè ïðåäëàãàåìîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà

âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà 2 ( )F X  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ.
Øàã 1. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ìåòîäû [38,50], ïîñòðîèì âû-

ïóêëîå (ñèëüíî âûïóêëîå ñ ïàðàìåòðîì  ) ïðîäîëæåíèå ( )z
ôóíêöèè öåëè 2 ( )F X  íà âûïóêëîå ìíîæåñòâî conv kZ B , ãäå

conv kB  – âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà kB . Â ðåçóëüòàòå òàêîãî

ïîñòðîåíèÿ ïîëó÷èì âûïóêëóþ èëè ñèëüíî âûïóêëóþ ôóíêöèþ

( )z , êîòîðàÿ â òî÷êàõ êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà kB  ïðèíèìàåò

òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ 2 ( )F X , ò. å. 2( ) ( )z F x 

äëÿ kz B  . Òîãäà ( ) ( , )z Az z Bz   , [ ]ij k kA a  , ija R , kb R .

Ïåðåéäåì ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å:

( ) min,z                               (2.42)

L z h  kz B .

Øàã 2. Âåòâëåíèå – âûäåëåíèå íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà äî-

ïóñòèìûõ ðåøåíèé. Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì 1 0x  . Ýôôåêòèâ-

íîñòü ìåòîäà çàâèñèò âî ìíîãîì îò âûáîðà ôèêñèðóåìîé ïåðå-
ìåííîé, ïîýòîìó âûáîð òàêîé ïåðåìåííîé ìîæíî ïðîâîäèòü,
èñõîäÿ èç äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé è îñîáåííîñòåé çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçóåì ìàòðèöû A  è B , à òàêæå ñèñòåìó
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:

   1 1 1
0 0 0( ) ( , )z A z z B z   , 1 1

0 0 1 1[ ]ij k kA a    , 1
0 1[ ]i kB b  , 1 1

0 0L z h  ,
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1 2 1( , ,..., )kz z z z  ,  1i iz z  , 1,..., 1i k  .

Ôóíêöèÿ 1
0 ( )z  òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé. Äëÿ îöåíêè ìè-

íèìóìà ïîëó÷åííîé ôóíêöèè 1
0( )x  íà âûäåëåííîì ïîäìíîæåñòâå

âîñïîëüçóåìñÿ íèæíèìè îöåíêàìè ìèíèìóìà âûïóêëûõ è ñèëüíî
âûïóêëûõ ôóíêöèé íà åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ,
èññëåäîâàííûõ â [32, 39–42, 75, 76]:

     
1min ( ) ( ) ( ) ( ( ), ) min( ( ), )

y P
z e z z z z z y


        ,       (2.43)

 2
* *

2min ( ) ( ) ( ) min
y P

z e y y y


         ,             (2.44)

2
2

3
1 1min ( ) ( , ) ( ) ( ) min ( )
4 2y P

z e z z z y z z


          
 

      ,  (2.45)

ãäå * arg min ( )
ky B

y y


  , 1 1
0 0{ | , }n

kP z z B R L z h      .

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèâ îäíî èç çíà÷åíèé (2.42)–(2.44),

îïðåäåëèì îöåíêó ìèíèìóìà 1
0  ôóíêöèè 1

0 ( )z .

Øàã 3. Àíàëîãè÷íî øàãó 2 çàôèêñèðóåì 1 1x   è âû÷èñëèì

íèæíþþ îöåíêó ìèíèìóìà 1
1  ôóíêöèè 1

1( )z .

Øàã 4. Ñðàâíèì çíà÷åíèÿ îöåíîê â ïîëó÷åííûõ íà øàãàõ 2 è

3 âåòâëåíèÿõ. Åñëè çíà÷åíèå 1 1
0 1   , òî â êà÷åñòâå íîâîé èñ-

õîäíîé âåðøèíû âûáåðåì âåðøèíó ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì

1 0z  . Èíà÷å íîâàÿ èñõîäíàÿ âåðøèíà – âåðøèíà ñ ôèêñèðî-

âàííûì çíà÷åíèåì z1 = 1.
Øàã 5. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà íîâîé èñõîäíîé âåðøèíû

ôèêñèðóåì çíà÷åíèå z1 è çíà÷åíèå z2. Àíàëîãè÷íî øàãàì 2–4
ïîñòðîèì îöåíêè ìèíèìóìà è ïðîâåäåì íîâûå âåòâëåíèÿ ïðè

ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè 2 0z   è 2 1z  .

Øàã 6. Âåòâëåíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà çíà÷åíèÿ
âñåõ ïåðåìåííûõ íå áóäóò çàôèêñèðîâàíû.

Øàã 7. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ âûáèðàåì âåêòîð âñåõ
çàôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.

Øàã 8. Ïîèñê ðåøåíèÿ ïðîäîëæåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ â òåõ
âåðøèíàõ, ãäå çíà÷åíèå îöåíêè ìåíüøå èëè ðàâíî ïîëó÷åííîìó
íà÷àëüíîìó ðåøåíèþ. Äëÿ òàêèõ âåðøèí ñòðîèì íîâûå âåòâëåíèÿ
ñîãëàñíî îïèñàííîìó àëãîðèòìó. Â ðåçóëüòàòå âûáèðàåì íàèìåíü-
øåå èç âñåõ íàéäåííûõ ðåøåíèé.
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Т А Б Л И Ц А  2.2. Исходные данные для решения задачи

№ Размеры № Размеры № Размеры

2 [6, 1, 4] 9 [8, 9, 5] 16 [4, 3, 1]
3 [3, 4, 5] 10 [4, 7, 8] 17 [2, 8, 9]
4 [6, 4, 2] 11 [3, 3, 1] 18 [1, 1, 3]
5 [5, 2, 8] 12 [7, 7, 5] 19 [7, 8, 3]
6 [1, 2, 2] 13 [9, 1, 7] 20 [1, 2, 2]
7 [6, 4, 9] 14 [6, 3, 2] 21 [7, 1, 6]
8 [2, 9, 6] 15 [4, 6, 9]

Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ îöåíîê (2.43)–(2.45) ìîæíî óëó÷øèòü
[50], ðåøèâ äîïîëíèòåëüíûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è âèäà

1( ) maxe z  ,

2 ( ) maxe   , 0   ,                      (2.46)

3( , ) maxe z   , 0   .

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 [77]. Ïóñòü çàäàíû 20
ïàðàëëåëåïèïåäîâ (òàáë. 2.2). Òàêæå çàäàíà îáëàñòü ðàçìåùåíèÿ
(êîíòåéíåð), â êîòîðóþ íåîáõîäèìî óïàêîâàòü ïàðàëëåëåïèïåäû
(òàáë. 2.3).

Ðåøåíèå. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàçìåñòèì çàäàííûå ïàðàëëåëåïè-
ïåäû â îáëàñòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [68]. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ, ïðèâåäåííûå â òàáë. 2.4.
Ïåðâûé ñòîëáåö ñîäåðæèò íîìåðà ïàðàëëåëåïèïåäîâ â ïîðÿäêå,
îïðåäåëåííîì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ íà ïåð-
âîì ýòàïå. Çàäàäèì ìàññû öåíòðà òÿæåñòè äëÿ êàæäîãî ïàðàëëå-
ëåïèïåäà.

Çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè F1(X) = 12. Ïîëþñ êàæäîãî ïàðàëëå-
ëåïèïåäà è öåíòð òÿæåñòè çàäàí â ñèñòåìàõ êîîðäèíàò êîíòåéíå-
ðà, â êîòîðûõ îí ðàçìåùåí.

Ïóñòü íà êîîðäèíàòû öåíòðîâ

òÿæåñòè (2.32) íàëîæåíû 2t   îã-
ðàíè÷åíèÿ âèäà

N n
j j

t i i t
j i

m   ,

ãäå N  – êîëè÷åñòâî ïàðàëëåëåïè-

ïåäîâ; N = 20; ï-ðàçìåðíîñòü çàäà÷è n  = 3. Êîýôôèöèåíòû t è

t ïðèâåäåíû â òàáë. 2.5.

Т А Б Л И Ц А  2.3. Область раз-
мещения

№ Размеры

1 [15, 15, 15]
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Т А Б Л И Ц А  2.4. Результаты размещения параллелепипедов и значения
центров тяжестей

№ Полюс Размеры Масса Центр тяжести

12 [0, 0, 0] [7, 7, 5] 36 [1,75; 1,75; 1,25]
19 [0, 0, 5] [7, 8, 3] 75 [1,75; 2; 5,75]
18 [0, 0, 8] [1, 1, 3] 77 [0,25; 0,25; 8,75]
15 [0, 8, 0] [4, 6, 9] 22 [1; 9,5; 2,25]
21 [0, 1, 8] [7, 1, 6] 24 [1,75; 1,25; 9,5]
8 [0, 2, 9] [2, 9, 6] 20 [0,5; 4,25; 10,5]
4 [0, 11, 9] [6, 4, 2] 4 [1,5; 12; 9,5]
9 [2, 2, 9] [8, 9, 5] 17 [4; 4,25; 10,25]
20 [0, 11, 11] [1, 2, 2] 55 [0,25; 11,5; 11,5]
7 [4, 8, 0] [6, 4, 9] 51 [5,5; 9; 2,25]
3 [6, 11, 9] [3, 4, 5] 47 [6,75; 12; 10,25]
2 [0, 0, 11] [6, 1, 4] 63 [1,5; 0,25; 12]
5 [4, 12, 0] [5, 2, 8] 29 [5,25; 12,5; 2]
14 [0, 11, 13] [6, 3, 2] 49 [1,5; 11,75; 13,5]
16 [0, 2, 8] [4, 3, 1] 4 [1; 2,75; 8,25]
13 [0, 14, 0] [9, 1, 7] 7 [2,25; 14,25; 1,75]
11 [0, 5, 8] [3, 3, 1] 78 [0,75; 5,75; 8,25]
6 [0, 13, 11] [1, 2, 2] 42 [0,25; 13,5; 11,5]
10 [7, 0, 0] [4, 7, 8] 15 [8; 1,75; 2]
17 [10, 7, 0] [2, 8, 9] 86 [10,5; 9; 2,25]

Т А Б Л И Ц А  2.5. Ограничения на центры тяжести параллелепипедов

ti  j
t i t

t = 1 —2, —9, 4, 4, 7, 0, 0. 3, —4, —4, 9, —8, 5, 5, —2, 1, 1, —6, —3, —3,
10, 3, 3, 6, —1, —1, —8, —5, 8, 8, —9, 4, 4, —3, 0, 0, —7, 6, 6, 9,
2, 2, 5, 2, —9, —9, —6, 7, 7, 0, 3, 3, —4, —1, —1, —8, 5, 5, 8, 1

—7

t = 2 6, 6, 3, —10, —10, 7, —6, —6, 1, —2, —2, 5, —8, —8, 9, —4, —7, —7,
0, 7, 7, 4, —9, —9, —2, —5, —5, 2, —1, —1, 6, —7, —10, —10, —3,
4, 4, 1, 8, 8, 5, —8, —8, —1, —4, —4, 3, —9, 7, 7, —6, —9, —9, —2,
6, 6, 2, 9, 9, —3

7

Òîãäà íà âòîðîì ýòàïå ðåøåíèÿ âûïîëíèì îïòèìèçàöèþ ïî
êðèòåðèþ F2(X) (ðàñïðåäåëåíèå âåñîâ), èñïîëüçóÿ îïèñàííûé ìå-
òîä âåòâåé è ãðàíèö è îöåíêó âèäà (2.42). Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëü-
òàòîâ íà äàííîì ýòàïå ðåøèì äâå çàäà÷è:

1. Ðàñïðåäåëåíèå âåñîâ ñ ðåøåíèåì çàäà÷ (2.46).
2. Ðàñïðåäåëåíèå âåñîâ áåç ðåøåíèÿ çàäà÷ (2.46).
Â òàáë. 2.6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.
Ðåøåíèå çàäà÷è 2 îêàçàëîñü õóæå. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðè-

âåäåíû â òàáë. 2.7.
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Т А Б Л И Ц А  2.6. Результаты решения задачи распределения весов с улуч-
шением оценок

№ Масса Центр тяжести

12 36 [1,75; 1,75; 1,25]
19 75 [1,75; 2; 5,75]
18 77 [0,25; 0,25; 8,75]
15 22 [1; 9,5; 2,25]
21 24 [1,75; 1,25; 9,5]
8 20 [0,5; 8,75; 10,5]
4 4 [4,5; 14; 10,5]
9 17 [8; 8,75; 12,75]
20 55 [0,75; 12,5; 12,5]
7 51 [8,5; 11; 6,75]
3 47 [8,25; 14; 12,75]
2 63 [4,5; 0,75; 12]
5 29 [7,75; 13,5; 6]
14 49 [4,5; 11,75; 14,5]
16 4 [3; 2,75; 8,25]
13 7 [6,75; 14,75; 5,25]
11 78 [2,25; 5,75; 8,25]
6 42 [0,75; 14,5; 11,5]
10 15 [8; 1,75; 2]
17 86 [10,5; 9; 2,25]

Çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè 31,87
Âåêòîð áóëåâûõ ïåðå-
ìåííûõ

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1,
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1,
1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0,

0, 0, 0)

Ðèñ. 2.2. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è 2

Т А Б Л И Ц А  2.7. Результаты ре-
шения задачи распределения ве-
сов без улучшения оценок

Значение
функции цели 37,25

Âåêòîð áó-
ëåâûõ ïåðå-
ìåííûõ

(0, 0, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0, 1, 0, 1, 1,
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1, 0, 0, 0)
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Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïðèâåäåíî
íà ðèñ. 2.2. Íà ðèñóíêå òî÷êàìè îòìå÷åíû ïîëó÷åííûå öåíòðû
òÿæåñòè êàæäîãî èç ïàðàëëåëåïèïåäîâ è îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ðåøåíèé ïðåäëàãàåìûì

ìåòîäîì ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ âèäà ( )x 
( , )Ax x Bx  , ãäå

Ðèñ. 2.3. Äåðåâî ðåøåíèé
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1,343 0,199 0,071 0,571 0,069 0,227

0,199 1,797 0,173 0,226 0,056 0,218

0,071 0,173 1,199 0,192 0,406 0,471

0,571 0,226 0,192 1,392 0,187 0,544

0,069 0,056 0,406 0,187 1,908 0,83

0,227 0,218 0,471 0,544 0,83 1,957

A

 
 
 
 

  
 
 
  
 

; 

0,736

0,962

1,066

1,559

1,95

3,323

B

 
 
 
 

  
 
 
  
 

.

Ïóñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íà áóëåâûå ïåðåìåí-
íûå õ èìååò âèä

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

5 10 6 1 3 8 6,

6 10 5 8 5.

x x x x x x

x x x x x x

      
      

Â êà÷åñòâå îöåíêè âûáåðåì âûðàæåíèå (2.42). Èñïîëüçóÿ
ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì, ïîñòðîèì äåðåâî ðåøåíèé (ðèñ. 2.3).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðåøåíèå, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ðå-
øåíèåì, íàéäåííûì ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî ïåðåáîðà. Äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ðåøàëèñü äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è îï-
òèìèçàöèè âèäà (2.46).

ВЫВОДЫ К ГЛАВЕ 2

1. Èçëîæåí åäèíûé ïîäõîä ê ôîðìàëèçàöèè îïèñàíèé, ãåíå-
ðàöèè è ïåðå÷èñëåíèþ êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îáëà-
äàþùèõ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷, èìåþùèõ ñëîæíóþ êîìáèíàòîðíóþ
ñòðóêòóðó.

2. Ââåäåíî ïîíÿòèå êîìïîçèöèîííîãî k-îáðàçà êîìáèíàòîð-
íûõ ìíîæåñòâ (k-ìíîæåñòâà). Ðàññìîòðåíû âîïðîñû ãåíåðàöèè
k-ìíîæåñòâ è ïåðå÷èñëåíèÿ k-ìíîæåñòâ íà îñíîâå òåîðèè êîì-
áèíàòîðíûõ âèäîâ. Âûäåëåíû è èññëåäîâàíû êëàññû k-ìíî-
æåñòâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

3. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðî-
åêòèðîâàíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû àíàëèçà êîòîðûõ
èñïîëüçóþò k-ìíîæåñòâà.

4. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðå-
øåíèè ìíîãèõ íàó÷íûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷, èìåþùèõ êîìáèíà-
òîðíûå ñâîéñòâà. Ê íèì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé è ìíîãîôàêòîðíîãî îöåíèâàíèÿ îáúåêòîâ ñ äèñêðå-
òíûìè ïàðàìåòðàìè [78, 79].
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Г Л А В А  3

МОДЕЛИ И МЕТОДЫ
ДИСКРЕТНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ В УПРАВЛЕНИИ

РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ВЫЧИСЛЕНИЯМИ

Îñíîâíàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûìè âû÷èñëèòåëü-
íûìè ñðåäàìè – ïëàíèðîâàíèå âûïîëíåíèÿ çàäàíèé â óñëîâèÿõ
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ, çàäàíèé è ïîëüçîâàòåëåé. Ïðè
ýòîì äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàñïðåäå-
ëåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû (ÐÂÑ), â êîòîðûõ íåîáõîäèìûå
äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé ðåñóðñû ìîãóò ïîëíîñòüþ (èëè ÷àñ-
òè÷íî) îò÷óæäàòüñÿ. Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çà-
äà÷è ÿâëÿþòñÿ âûïîëíÿåìûå ñèñòåìîé ôóíêöèè, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ôîðìàëèçîâàíû â âèäå ìíîæåñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
Äëÿ êàæäîãî èç çàäàíèé ìîãóò áûòü çàäàíû âîçìîæíûå âàðèàíòû
åãî ðåøåíèÿ, è êàæäîå çàäàíèå ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ
ïîäçàäà÷. Ñâÿçè ìåæäó çàäàíèÿìè è ýòàïàìè çàäàþò â âèäå ãðà-
ôà, ðåáðà êîòîðîãî õàðàêòåðèçóþò îòíîøåíèÿ ñëåäîâàíèÿ (îïå-
ðàöèîííûå è èíôîðìàöèîííûå), ñóùåñòâóþùèå ìåæäó ðåøàå-
ìûìè çàäàíèÿìè è èõ ïîäçàäà÷àìè, è ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâëå-
íèÿì èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ. Êðîìå òîãî, çàäàþò ìíîæåñòâî
ðåñóðñîâ ñèñòåìû è ñâÿçåé ìåæäó íèìè è âèäû òåõíè÷åñêèõ
ñðåäñòâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ñèñòåìå. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-
äåëè ïëàíèðîâàíèÿ âû÷èñëåíèé äîëæíû îòðàæàòü ïðèâåäåííûå
àñïåêòû, âëèÿþùèå íà ïëàíèðîâàíèå êàê ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè íåïîñðåäñòâåííî ÐÂÑ, òàê è îáåñïå÷åíèÿ
êà÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ ïîëüçîâàòåëåé.

Âðåìåííûå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäàíèé
òðåáóþò àíàëèçà ðàáîòû ðàçëè÷íûõ ðåñóðñîâ ñèñòåìû.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå
÷àñòíûå êðèòåðèè:

1. Ìèíèìèçàöèÿ çàòðàò íà âûïîëíåíèå çàäàíèé:

1 1

min ,
I J

ij ij
i j

W x
 
                              (3.1)
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ãäå (1, )i I  – ìíîæåñòâî çàäàíèé, ðåàëèçóåìûõ â ñèñòåìå;

(1, )j J  – ìíîæåñòâî îáñëóæèâàþùèõ ðåñóðñîâ ñèñòåìû;

Wij – çàòðàòû  íà  ðåàëèçàöèþ  i-ãî  çàäàíèÿ  â  j-ì  ðåñóðñå; ijx 

1, åñëè çàäàíèå âûïîëíÿåòñÿ â -ì ðåñóðñå,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

i j
 

2. Ìèíèìèçàöèÿ îáùåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ âñåõ çàäàíèé â

ñèñòåìå:

1 1

min ,
I J

ij ij
i j

t x
 
                            (3.2)

ãäå tij – âðåìÿ âûïîëíåíèÿ i-ãî çàäàíèÿ j-ì ðåñóðñîì.
3. Ìèíèìèçàöèÿ ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ

â ñèñòåìå:


1

min max
I

ij ij
j

i

t x






 .                         (3.3)

Ïðè ôîðìóëèðîâàíèè ÷àñòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè èñïîëüçó-
þòñÿ òàêèå îãðàíè÷åíèÿ:

1. Ïî ñâÿçè ìåæäó çàäàíèÿìè, ò. å. çàäàí ãðàô GF.
2. Ïî ñâÿçè ìåæäó óçëàìè, ò. å. çàäàí ãðàô Gì.
3. Îáùèå çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ çàäàíèÿ â ñèñòåìå:

äîï
1 1

.
I J

ij ij
i j

W x W
 

                          (3.4)

4. Íà çàòðàòû íà âûïîëíåíèå çàäàíèÿ íà ðåñóðñàõ:

äîï
1

, (1, ).
I

ij ij j
i

W x W j J


                     (3.5)

5. Íà çàãðóçêó êàæäîãî èç ðåñóðñîâ ñèñòåìû:

1

, (1, ),
I

i ij ij j
i

t x j J


                         (3.6)

ãäå i – èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ i-ãî çàäàíèÿ íà ðåøåíèå.
6. Íà îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé:

1 1

I J

ij ij
i j

t x T
 

 .                             (3.7)

7. Íà âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ:
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1

, (1, )
J

ij ij i
j

t x i I


   .                     (3.8)

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå òèïû ÷àñòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Первая частная задача оптимизации процесса
распределения заданий

Íåîáõîäèìî ðàñïðåäåëèòü çàäàíèÿ i, (1, )i I  ìåæäó j ðåñóð-

ñàìè (1, ),j J  ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìèíèìóì îáùèõ çàòðàò èëè

ìèíèìóì îáùåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè-
÷åíèé íà çàãðóçêó êàæäîãî èç ðåñóðñîâ (3.6) èëè çàòðàòû â êàæ-
äîì j-ì ðåñóðñå.

Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü òàê:
íàéòè

1

min
I

ij ij
i

x


                               (3.9)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

1

, (1, );
I

ij ij j
i

x b j J


                         (3.10)

1

1, (1, ), {0,1},
J

ij ij
j

x i I x


                  (3.11)

ãäå ij – çàòðàòû (èëè âðåìÿ âûïîëíåíèÿ) i-ãî çàäàíèÿ â j-ì ðå-
ñóðñå; bj – äîïóñòèìûå çàòðàòû (çàãðóçêà) â j-ì ðåñóðñå;

1, åñëè çàäàíèå âûïîëíÿåòñÿ â -ì ðåñóðñå;

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
ij

i j
x


 


Îãðàíè÷åíèå (3.11) îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîå çàäàíèå âûïîëíÿåò-
ñÿ òîëüêî îäíèì ðåñóðñîì.

Вторая частная задача оптимизации процесса
распределения заданий

Íåîáõîäèìî òàê ðàñïðåäåëèòü çàäàíèÿ i, (1, )i I , ìåæäó j ðå-

ñóðñàìè, (1, ),j J  ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìèíèìóì âðåìåíè îáùèõ

çàòðàò èëè ìèíèìóì îáùåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðè âûïîëíå-
íèè îãðàíè÷åíèé íà îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ èëè îáùèå çàòðàòû.
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Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Íàéòè

1 1

min
I J

ij ij
i j

x
 

                          (3.12)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

1 1

min ,
I J

ij ij
i j

x B
 

                       (3.13)

1

1, (1, ), {0,1},
J

ij ij
j

x i I x


                (3.14)

ãäå ij – çàòðàòû (èëè âðåìÿ âûïîëíåíèÿ) i-ãî çàäàíèÿ â j-ì

ðåñóðñå; ij – âðåìÿ âûïîëíåíèÿ (èëè çàòðàòû) i-ãî çàäàíèÿ â
j-ì ðåñóðñå; Â – îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ (èëè çàòðàòû) âñåõ
çàäàíèé.

Третья частная задача оптимизации процесса
распределения заданий

Íåîáõîäèìî òàê ðàñïðåäåëèòü çàäàíèÿ i, (1, )i I , ìåæäó j óç-

ëàìè, (1, ),j J  ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìèíèìóì âðåìåíè îáùèõ çà-

òðàò èëè ìèíèìóì îáùåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðè âûïîëíå-
íèè îãðàíè÷åíèé íà îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ è çàãðóçêó ðåñóð-
ñîâ ëèáî íà îáùèå çàòðàòû è çàãðóçêó ðåñóðñîâ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýòîé çàäà÷è èìååò òàêîé âèä.
Íàéòè

1 1

min
I J

ij ij
i j

x
 

                            (3.15)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

1 1

min ,
I J

ij ij
i j

x B
 

                         (3.16)

1 1

, (1, )
I J

ij ij j
i j

C x C j J
 

  ,                  (3.17)

1

1, (1, ), {0,1}.
J

ij ij
j

x i I x


                (3.18)
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Ðàññìîòðåííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ïðè îïòèìèçà-
öèè ïðîöåññîâ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàíèé â ÐÂÑ.

Äàëåå ðàññìîòðåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè è ìåòîäû
ðåøåíèÿ çàäà÷ ïëàíèðîâàíèÿ â ÐÂÑ, ñâîäÿùèåñÿ ê çàäà÷àì äèñ-
êðåòíîé îïòèìèçàöèè â âèäå ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ.

3.1. МЕТОД РЕШЕНИЯ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ЗАДАЧ
БУЛЕВОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ: ОБЩИЙ ПОДХОД

Çàäà÷è ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ áó-
ëåâûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè øèðîêîãî êðóãà ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷ â òåîðèè ïîñòðîåíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì è îòíîñÿòñÿ
ê êëàññó NP-ïîëíûõ òðóäíî ðåøàåìûõ çàäà÷ [1–9]. Ïðè ýòîì
ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî áóëåâîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè ïðàêòè÷åñêè
îòñóòñòâóþò. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíû ïîäõîäû, â êî-
òîðûõ äëÿ êàæäîé èç çàäà÷ äàííîãî òèïà ðàçðàáàòûâàåòñÿ ñâîé
ìåòîä ðåøåíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì èñ-
ïîëüçîâàòü åäèíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ äàííîãî êëàññà,
îáåñïå÷èâàþùèé èõ ðåøåíèå ñ òðåáóåìîé îïåðàòèâíîñòüþ (ìà-
ëîé âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ) è òî÷íîñòüþ. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ðàíãîâûé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ áóëåâûìè
ïåðåìåííûìè ñ ïðîèçâîëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè îäíèì è òåì
æå àëãîðèòìîì [10–19].

Постановка задачи

Äëÿ îïèñàíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà àääèòèâíûõ öåëî÷èñëåííûõ
ôóíêöèé ñ ïðîèçâîëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè, îïðåäåëÿåìûìè íà
ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ {X1, X2 … Xn}, ââåäåì ïîíÿòèå ìåòà-ôóíê-
öèè F(x):

1 2
1 2

1 1 2 2
1 1

( ) ( ) ( ) ...
p p

j n j n
j j

F x C S C C S C
 

   

...
1 1

( ) ... ( )
k np p

k n
kj k n nj n n

j j

C S C C S C
 

    ,               (3.19)

ãäå 1 2( ) ...
r

r
n pSr C S S S     – ñóììà âñåõ âîçìîæíûõ ñî÷åòà-

íèé ïðîèçâåäåíèé ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàùèõ â êàæäîì ïðîèç-
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âåäåíèè ...p k mSr X X X (íåëèíåéíîñòè) r ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ;

!

!( ) !
r

n
p

r n r



; rjC  – öåëî÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû, ñòîÿùèå â

ïðîèçâåäåíèÿõ rS , ñîäåðæàùèõ r  ïåðåìåííûõ.

Îáîçíà÷èì H – ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, êîòîðîå ìîæíî
ïîðîäèòü íà îñíîâå F(x), ïîëàãàÿ ðàâíûìè íóëþ ðàçëè÷íûå ñî-

÷åòàíèÿ ljC  â (3.19). Ìíîæåñòâî H ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â òîì ñìûñ-

ëå, ÷òî ñîäåðæèò â ñåáå âñå âîçìîæíûå íåëèíåéíîñòè, âêëþ÷àþ-
ùèå âñå âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ ïåðåìåííûõ, èõ îáðàçóþùèõ, è
êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå äàííîãî ïîäìíîæåñòâà ïå-
ðåìåííûõ {X1, X2 … Xn}.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòü äàííîãî ìíîæåñòâà âåëèêà,

íî êîíå÷íà è ðàâíà 2p , ãäå

1 ! ! ! !
1 1 1 ...

2 1!( 1)! 1!( 1)! 2 !( 2)! 2 !( 2)!

n n n n
p

n n n n


    
               

...
! ! ! !

1 ... 1 .
!( )! !( ) ! ( 1)!1! ( 1)!1!

n n n n

k n k k n k n n

   
              

Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (3.19) ìîæíî îïðåäå-
ëèòü êëàññ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, â êîòîðûõ ðåøåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñî÷åòàíèåì ïåðåìåííûõ è íå çàâèñèò îò ïå-

ðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ â ( )r
r nS C , ò. å. â ýòèõ çàäà÷àõ çíà÷åíèå

ljC  çàâèñèò òîëüêî îò ñî÷åòàíèÿ ïåðåìåííûõ â ( )r
r nS C .

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷ó áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

1 2( , , ..., ) max;nf X X X 

1 2( , , ..., ) ; (1, ),j n jg X X X b j m                (3.20)

ãäå

1 2 1 2( , , ... , ) , ( , , ..., ) ,n j nf X X X H g X X X H 

 ; – ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë; 0, 1 .j ib Z Z X 

Ðàññìîòðèì ãðàô G(Õ, Å) (ðèñ. 3.1), â êîòîðîì âåðøèíû Õi è
Õj ñîåäèíåíû ðåáðîì (i, j), åñëè îíè ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû â
êëèêó. Â ãðàôå G(Õ,E) êàæäîé âåðøèíå Õi  ñîîòâåòñòâóåò ïåðå-
ìåííàÿ Õi.
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Âûäåëèì â ãðàôå G ïðîèç-

âîëüíóþ êëèêó ...p r mQ X X X ,

ñîñòîÿùóþ èç r âåðøèí, ãäå r < n,
è ðàññìîòðèì åå ïåðåñå÷åíèÿ –

ñ 1 2( ) ( , ,..., )r
r n nS C f X X X  è ñ

1 2( ) ( , ,..., )r
r n j nS C g X X X . Êàæ-

äîå ïåðåñå÷åíèå ìîæíî îõàðàê-
òåðèçîâàòü ñóììàìè êîýôôèöè-

åíòîâ ljC , ñòîÿùèõ ïðè ( )r
r nS C  â

ôóíêöèîíàëå 1 2( , ,..., )nf X X X  è

îãðàíè÷åíèÿõ 1 2( , , ..., )j ng X X X .

Ïðè ýòîì â îáùåì ñëó÷àå ïðî-
èçâîëüíàÿ êëèêà Q âñåãäà áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ñîîòâåòñò-

âóþùèì âåñîì ïî ôóíêöèîíàëó 1 2( , ,..., )nf X X X  è íå áîëåå ÷åì

m âåñàìè ïî îãðàíè÷åíèÿì 1 2( , ,..., )j ng X X X . Òàêèì îáðàçîì, ïðî-

èçâîëüíàÿ çàäà÷à áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êëèêè Q* ìàêñèìàëüíîãî âåñà ïî
âåñàì ôóíêöèîíàëà â ãðàôå G, ó êîòîðîé âñå m âåñîâ ïî âåñàì
îãðàíè÷åíèé íå ïðåâûøàþò ñîîòâåòñòâåííî bj. Íàïðèìåð, åñëè
ðåøàåòñÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäà

1 1 2 2 3 3 4 4( ) maxf x C X C X C X C X     ,        (3.21)

1 1 2 2 3 3 4 4 1;B X B X B X B X b   

1 1 2 2 3 3 4 4 2,K X K X K X K X b   

òî ãðàô G áóäåò èìåòü âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 3.2.
Êàê âèäíî èç òàáë. 3.1, êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G õàðàêòåðè-

çóåòñÿ òðåìÿ âåñàìè – Ñi, Âi, Êi. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ãðàôå G
íà ðèñ. 3.2 íåîáõîäèìî íàéòè èç
âçâåøåííûõ âåðøèí òàêóþ êëè-
êó Q*, ÷òîáû åå ñóììàðíûé âåñ
ïî âåñàì {Ñi} áûë ìàêñèìàëåí,
ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììàðíûå âå-
ñà ïî âåñàì {Âi} è {Êi} íå ïðå-
âûøàëè âåëè÷èí b1 è b2 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷àõ
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è
ñ  íåëèíåéíîñòüþ  âûøå  âòîðîé

Ðèñ. 3.1. Ãðàô G

Ðèñ. 3.2. Ãðàô G äëÿ çàäà÷è ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
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(ïðè íàëè÷èè â ôóíêöèè öåëè èëè îãðàíè÷åíèÿõ ïðîèçâåäåíèé,
ñîñòîÿùèõ èç áîëåå ÷åì äâóõ ïåðåìåííûõ) âåñîâûå õàðàêòåðè-
ñòèêè ðåáåð ãðàôà G ïîëàãàþò ðàâíûìè íóëþ. Â ñëó÷àå ðåøåíèÿ
çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ óäîáíî ââîäèòü è âåñî-
âûå õàðàêòåðèñòèêè ðåáåð.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñëå-
äóþùåãî âèäà:

1 1 2 2 3 3 4 4( )f x C X C X C X C X    

12 1 2 13 1 3 14 1 4C X X C X X C X X   

23 2 3 24 2 4 34 3 4 maxC X X C X X C X X    ,           (3.22)

1 1 2 2 3 3 4 4 1;B X B X B X B X b   

1 1 2 2 3 3 4 4 2.K X K X K X K X b   

Âûðàæåíèþ (3.22) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ãðàô íà
ðèñ. 3.3.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 3.3 è òàáë. 3.2, âåðøèíàì ãðàôà G, êàê è â
çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþò âåñà (Ñi, Âi,

Êi ), à ðåáðàì – âåñà {Ñij}.
Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è

òðåáóåòñÿ â ãðàôå G íàéòè êëè-
êó Q* ìàêñèìàëüíîãî ñóììàð-
íîãî âåñà ïî êîýôôèöèåíòàì Ñi

è Ñij òàêóþ, ÷òîáû ñóììû âåñîâ
{Âi} è {Êi} íå ïðåâûøàëè âåëè-
÷èí b1 è b2 ñîîòâåòñòâåííî. Â
ýòîì ñëó÷àå ãðàô G ÿâëÿåòñÿ
âçâåøåííûì è ïî âåðøèíàì, è
ïî ðåáðàì, è âçâåøåííûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ âñå êëèêè äàííîãî ãðà-
ôà. Ïðè ýòîì â êâàäðàòè÷íîé
çàäà÷å âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî: Ñij  =  Ñji.

Т А Б Л И Ц А  3.1. Веса вершин гра-
фа G

Õ1 Ñ1 Â1 Ê1

Õ2 Ñ2 Â2 Ê2

Õ3 Ñ3 Â3 Ê3

Õ4 Ñ4 Â4 Ê4

Т А Б Л И Ц А  3.2. Веса вершин и ре-
бер графа G

Õ1 Ñ1 Â1 Ê1

Õ2 Ñ2 Â2 Ê2

Õ3 Ñ3 Â3 Ê3

Õ4 Ñ4 Â4 Ê4

Ðèñ. 3.3. Ãðàô G äëÿ çàäà÷è êâàäðà-
òè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîé çàäà÷è áóëåâîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ïîçâîëÿþ-
ùèé íàõîäèòü â çàäàííîì ãðàôå G, âçâåøåííîì ïî âåðøèíàì
èëè ïî âåðøèíàì è ïî ðåáðàì, êëèêó Q* ìàêñèìàëüíîãî ñóììàð-
íîãî âåñà ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà f (X1, X2, …, Xn), ó êîòîðîé âñå m
âåñîâ ïî âåñàì îãðàíè÷åíèé gj (X1, X2, …, Xn) íå ïðåâûøàþò ñîîò-
âåòñòâóþùèõ bj.

Метод решения задачи

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëå-

íèå èñõîäíîãî ãðàôà G â âèäå ñèììåòðè÷íîãî äåðåâà ïóòåé, ïðåäëî-

æåííîãî â ðàáîòàõ [10, 15, 16, 18, 19].

Ïóñòü âñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû îïðåäå-

ëÿþòñÿ ãðàôîì G(V,E) ñ n âåðøèíàìè, â êîòîðîì âåðøèíû ñîîò-

âåòñòâóþò âîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû. Ïåðåéäåì ê ïðî-

ñòðàíñòâó ñ (n — 1)2 ñîñòîÿíèÿìè. Äëÿ ýòîãî êàæäîìó èç n ñî-

ñòîÿíèé ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åùå (n — 1) ñîñòîÿíèå, õàðàêòå-

ðèçóþùåå ñïîñîá äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èç ìíîæåñòâà {1, 2,...,

n}. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå äîáàâëÿåìûõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëèì ðàíã

ïóòè â ãðàôå G(V,E). Èñõîäÿ èç ýòîãî, èç âåðøèíû s â ïðîèç-

âîëüíóþ âåðøèíó j ãðàôà G(V,E) ìîæíî ïîïàñòü ïóòåì ðàíãà r =
= 1, èñïîëüçóÿ îäíî ðåáðî, ïóòåì ðàíãà r = 2, èñïîëüçóÿ 2 ðåáðà,

è ò. ä. è ïóòåì ðàíãà r = n — 1, èñïîëüçóÿ (n — 1) ðåáðî. Òàêîå

ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòÿíóòîãî

äåðåâà ïóòåé D (ðèñ. 3.4). Äåðåâî âñåõ ïóòåé D ñîäåðæèò (n — 1)

ãîðèçîíòàëüíóþ ëèíåéêó è (n — 1) ÿðóñ. Äëÿ ïðî÷òåíèÿ ïóòåé íà

êàæäîé ãîðèçîíòàëüíîé ëèíåéêå ìîæíî áûâàòü òîëüêî îäèí ðàç.

Ðèñ. 3.4. Ãðàô D
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Èñõîäÿ èç ñòÿíóòîãî äåðåâà ïóòåé, äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû j
ìíîæåñòâî ïóòåé, âåäóùèõ â ýòó âåðøèíó èç íåêîòîðîé âåðøèíû
s, ïðåäñòàâèì â âèäå

1 2 1( ) .... ; (1, 1)r r r n
s sj sj sjm j m m m j n         ,          (3.23)

ãäå r
sjm  =  { }r

sj  – ïîäìíîæåñòâà ïóòåé èç ïðîèçâîëüíîé âåðøè-

íû s â íåêîòîðóþ âåðøèíó j ãðàôà G(V,E) ðàíãà r.
Îòìåòèì, ÷òî äåðåâî âñåõ ïóòåé D ìîæåò ñòðîèòüñÿ è îò êîí-

êðåòíîé âåðøèíû i ãðàôà, â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíà s = i è i-ÿ ãî-
ðèçîíòàëüíàÿ ëèíåéêà èñêëþ÷àþòñÿ â äåðåâå D. Íàïðèìåð, ïðè
i = 2 äåðåâî D áóäåò èìåòü âèä, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 3.5. Â äàëü-
íåéøåì ñòÿíóòîå äåðåâî ïóòåé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ îäíîïðîõîäíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.2), à äå-
ðåâî D – äëÿ ïîñòðîåíèÿ n-ïðîõîäíûõ àëãîðèòìîâ, ñóòü êîòîðûõ
áóäåò ðàññìîòðåíà äàëåå.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ãðàô D è ââåäÿ ïðàâèëà ôîðìèðî-
âàíèÿ ïóòåé ñëåäóþùåãî ðàíãà, ìîæíî èç ïðîèçâîëüíîé âåðøè-

íû s ïîýòàïíî ñòðîèòü ïóòè { }r
sj  ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà äî ðàíãà

r = n — 1. Ïîä ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû áóäåì ïîíèìàòü ðàçëè÷íûå
ñïîñîáû îáúåäèíåíèÿ âåðøèí ãðàôà D â êëèêè. Òîãäà êàæäîìó

ïóòè { }r
sj  ðàíãà r â ãðàôå D, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç âåðøèíû (vh, vk …

… vp) â èñõîäíîì ãðàôå G, ðåøàåìîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò êëèêà

èç (r — 1)-é âåðøèíû ( ...h k pX X X ), õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ ñîîòâåòñò-

âóþùèì âåñîì ïî ôóíêöèîíàëó f (X1, X2, …, Xn) è íå áîëåå ÷åì m
âåñàìè ïî îãðàíè÷åíèÿì gj (X1, X2, …, Xn). Âåñîâûå õàðàêòåðèñòè-
êè {dsj

r—1} ïðîèçâîëüíîé êëèêè Q r—1(j), ñîñòîÿùåé èç (r — 1) âåð-

øèíû è îïðåäåëÿåìîé îäíèì èç ïóòåé r
sj  r

sjm  ðàíãà r â ãðàôå D,

âû÷èñëÿþòñÿ ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà ñóììèðîâàíèåì êîýôôèöèåí-

Ðèñ. 3.5. Ñòÿíóòîå äåðåâî
âñåõ ïóòåé D ãðàôà îò âåð-
øèíû s = 2 G(V,E)
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òîâ ïîäìíîæåñòâà Lf  = { rjC }, ñòîÿùèõ ïðè 1
1( )r

r nS C 
   Ðf, ãäå

Ðf – âñå ïîäìíîæåñòâà { 1
1( )r

r nS C 
 }f, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

1 1
1( ) ( ) ,r r

r n fS C Q j 
     à

1
1( )r

r n fS C 
  îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì

f (X1, X2, …, Xn).
Àíàëîãè÷íî íàõîäÿò âåñîâûå õàðàêòåðèñòèêè ïî âåñàì îãðàíè÷å-

íèé ñóììèðîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïîäìíîæåñòâà LÂ = { rjC }, ñòîÿ-

ùèõ ïðè 1
1( )r

r nS C 
   ÐÂ, ãäå ÐÂ – âñå ïîäìíîæåñòâà { 1

1( )r
r nS C 
 }Â,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ 1 1
1( ) ( ) ,r r

r n BS C Q j 
     à 1

1( )r
r n BS C 


îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè 1 2( , ,..., )j ng X X X , (1, )j m .

Òàêèì îáðàçîì, âåñîâûå õàðàêòåðèñòèêè êëèê Q r—1(j), õàðàê-

òåðèçóþùèõñÿ ìíîæåñòâîì ïóòåé r
sjm  ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è

îãðàíè÷åíèé, îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâàìè

( 1) ( 1); .
rj f rj B

f r B r
sj rj sj rj

C L C L

d C d C 

 

                  (3.24)

Èòàê, â ãðàôå D êàæäûé ïóòü èìååò â îáùåì ñëó÷àå (m + 1)
äëèíó ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è m – ïî âåñàì îãðàíè÷åíèé. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â ãðàôå D íóæíî ïî-
ñòðîèòü ïóòü ìàêñèìàëüíîé äëèíû ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà îò âåð-
øèí 1, 2, …, n êî âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì ãðàôà è ïðè ýòîì åãî
äëèíû ïî âåñàì îãðàíè÷åíèé íå äîëæíû ïðåâûøàòü âåëè÷èíû bj.

Åñëè íà îñíîâå ïîäìíîæåñòâ ïóòåé 1r
sjm   â ãðàôå D ñòðîèòü

ïîäìíîæåñòâà 2r
sjm  è òàê äàëåå äî 1r n

sjm   , òî íåîáõîäèìî ïîñòðî-

èòü (n — 1)! ïóòåé. Ïîýòîìó ñ öåëüþ ñíèæåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé
ñëîæíîñòè äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïóòåé ââîäèòñÿ ïðîöåäóðà À, ïî-
çâîëÿþùàÿ îòñåêàòü íåïåðñïåêòèâíûå ïóòè. Äëÿ îòñå÷åíèÿ íå-
ïåðñïåêòèâíûõ âàðèàíòîâ â ïðîöåäóðå À ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü ïðèíöèï îïòèìèçàöèè ïî íàïðàâëåíèþ ê ïðîèçâîëüíîé

âåðøèíå ð ïðè ôîðìèðîâàíèè ïóòåé ñëåäóþùåãî ðàíãà 1r
sðm   íà

îñíîâå ïóòåé ïðåäûäóùåãî ðàíãà r
sjm , ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ

[10, 15, 16, 18, 19], êîòîðûé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì:

1 max{{ } ( , )}; (1, ); (1, );r r
sp sj

j
j p j n p n j p       ,       (3.25)

ãäå (j, p) – ðåáðî ãðàôà D; n – ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âåðøèí â ãðàôå D.
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Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ n-ïðîõîäíûõ è îäíî-
ïðîõîäíûõ ïðîöåäóð ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.20) íà ñòÿíóòûõ äåðåâü-
ÿõ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 3.4 è 3.5 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû ïðîöåäóðû À1 ïîëàãàåì, ÷òî çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé i = 1.

Процедура А1 с n проходами

Øàã 1. Ïåðåìåííîé s ïðèñâàèâàåì çíà÷åíèå i (s : = i) è èç âåð-
øèíû s ñòðîèì âñå âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà r = 1 êî âñåì âåðøè-
íàì ãðàôà D, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì gj (X1, X2, …, Xn);

(1, )j m , ïðè ýòîì äëèíû ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíè-

ÿì âû÷èñëÿåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3.6).
Øàã 2. Èñïîëüçóÿ ïóòè òåêóùåãî ðàíãà r, ñòðîèì âñå âîçìîæíûå

ïóòè ðàíãà r : = r + 1, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì gj (X1, X2, …,

Xn), (1, )j m , ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.25).

Ïðè ýòîì ïðîâåðêà îãðàíè÷åíèé è âûáîð ïóòè ìàêñèìàëüíîãî ïî
âåñàì ôóíêöèîíàëà îñóùåñòâëÿþòñÿ íà îñíîâå âû÷èñëåíèé äëèí
ïóòåé ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîò-
íîøåíèÿìè (3.24). Åñëè â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ðåêóððåíòíîãî ñî-
îòíîøåíèÿ (3.25) ïîëó÷àåì íåñêîëüêî ïóòåé îäèíàêîâîé äëèíû, òî
èõ âñåõ íåîáõîäèìî ïðîäëåâàòü íà ñëåäóþùåì ðàíãå.

Øàã 3. Ïðîâåðÿåì 1r
sjm   =  , åñëè äà, òî ïóòü *r

sj  ìàêñèìàëü-

íîé äëèíû, ïîëó÷åííûé íà ðàíãå r, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðå-
ìóìîì ðåøàåìîé çàäà÷è, èíà÷å ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã 4. Ïðîâåðÿåì i: = n — 1, åñëè íåò, òî ïîëàãàåì i: = i + 1 è ïå-
ðåõîäèì ê øàãó 1, èíà÷å ïðîöåäóðà À1 çàêàí÷èâàåò ðàáîòó. Ïðè ýòîì

èç ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ { *r
sj } âûáèðàåòñÿ ãëîáàëüíûé

**r
sj , ñîîòâåòñòâóþùèé îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (3.20).

Äëÿ óìåíüøåíèÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòè äàííîãî àëãîðèòìà
ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäíîïðîõîäíûé âàðèàíò åãî ðåàëèçàöèè íà
îñíîâå ñòÿíóòîãî äåðåâà ïóòåé ãðàôà (ñì. ðèñ. 3.4).

Процедура А2 с 1 проходом

Øàã 1. Èç âåðøèíû s ñòðîèì âñå âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà r = 1
êî âñåì âåðøèíàì ãðàôà D (ñì. ðèñ. 3.4), óäîâëåòâîðÿþùèå îã-

ðàíè÷åíèÿì gj (X1, X2, …, Xn), (1, )j m , ïðè ýòîì äëèíû ïî âåñàì

ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíèÿì âû÷èñëÿåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîò-
íîøåíèÿìè (3.24).
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Øàã 2. Èñïîëüçóÿ ïóòè òåêóùåãî ðàíãà r, ñòðîèì âñå âîç-
ìîæíûå ïóòè ðàíãà r : = r + 1, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì

1 2( , ,..., )j ng X X X , (1, )j m , ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíîãî ñî-

îòíîøåíèÿ (3.25). Ïðè ýòîì ïðîâåðêà îãðàíè÷åíèé è âûáîð ïóòè
ìàêñèìàëüíîãî ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà îñóùåñòâëÿþòñÿ íà îñíî-
âå âû÷èñëåíèé äëèí ïóòåé ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíèé
â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3.24). (Îòìåòèì, ÷òî åñëè â
ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.25) ïîëó÷à-
åì íåñêîëüêî ïóòåé îäèíàêîâîé äëèíû, òî èõ âñåõ íåîáõîäèìî
ïðîäëåâàòü íà ñëåäóþùåì ðàíãå).

Øàã 3. Ïðîâåðÿåì 1r
sjm   =  , åñëè äà, òî ïóòü *r

sj  ìàêñèìàëü-

íîé äëèíû, ïîëó÷åííûé íà ðàíãå r, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðå-
ìóìîì ðåøàåìîé çàäà÷è, èíà÷å ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã 4. Ïðîâåðÿåì ðàíã r = n, åñëè íåò, òî ïåðåõîäèì ê øàãó

2, èíà÷å ïðîöåäóðà À2 çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, è ïóòü *r
sj  ìàêñè-

ìàëüíîé äëèíû, ïîëó÷åííûé íà ðàíãå r = n, ñîîòâåòñòâóåò îïòè-
ìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è.

Åùå îäíèì âàðèàíòîì óìåíüøåíèÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòè

àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ïðîöåäóð À1 è À2 ÿâëÿþòñÿ ïðîöåäóðû À è
À, îòëè÷àþùèåñÿ îò À1 è À2 òåì, ÷òî íà êàæäîì ÿðóñå ôîðìèðî-

âàíèÿ ïóòåé íà îñíîâå ïðîöåäóð À1 è À2 ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû

áóäóò âûäåëÿòüñÿ íå â êàæäîì ìíîæåñòâå, à âûäåëÿþòñÿ ãëî-

áàëüíûå ýêñòðåìóìû íà ÿðóñå è íà îñíîâå ïóòè, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî ãëîáàëüíîìó ýêñòðåìóìó íà ÿðóñå, ôîðìèðóþòñÿ ïóòè ñëå-

äóþùåãî ÿðóñà, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì.

Процедура А

Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû ïðîöåäóðû À ïîëàãàåì, ÷òî çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé i: = 1.

Øàã 1. Ïåðåìåííîé s ïðèñâàèâàåì çíà÷åíèå i (s : = i) è èç
âåðøèíû s ñòðîèì âñå âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà r = 1 êî âñåì âåð-
øèíàì ãðàôà D (ñì. ðèñ. 3.5), óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì

1 2( , ,..., )j ng X X X , (1, )j m . Ïðè ýòîì äëèíû ïî âåñàì ôóíêöèî-

íàëà è îãðàíè÷åíèÿì âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøå-
íèÿìè (3.6). Äàëåå îïðåäåëÿåì ñàìûé äëèííûé ïóòü íà ÿðóñå
(ðàíãå).

Øàã 2. Èñïîëüçóÿ ñàìûé äëèííûé ïóòü òåêóùåãî ðàíãà r, ïî-
ñòðîåííûé íà ïðåäûäóùåì øàãå, ñòðîèì âñå âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà
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r : = r + 1, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì 1 2( , ,...,jg X X )nX ,

(1, )j m , ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.25).

Ïðè ýòîì ïðîâåðêà îãðàíè÷åíèé è âûáîð ïóòè ìàêñèìàëüíîãî
ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà îñóùåñòâëÿþòñÿ íà îñíîâå âû÷èñëåíèé
äëèí ïóòåé ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíèé â ñîîòâåòñòâèè
ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3.24).

Øàã 3. Ïðîâåðÿåì 1r
sjm   = , åñëè äà, òî ïóòü *r

sj  ìàêñèìàëü-

íîé äëèíû, ïîëó÷åííûé íà ðàíãå r, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðå-
ìóìîì ðåøàåìîé çàäà÷è, èíà÷å ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã 4. Ïðîâåðÿåì i: = n — 1, åñëè íåò, òî i: =  i + 1 è ïåðåõî-

äèì ê øàãó 1, èíà÷å ïðîöåäóðà À çàêàí÷èâàåò ðàáîòó; ïðè ýòîì

èç ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ { *r
sj }, ïîëó÷åííûõ çà îäèí

ïðîõîä, âûáèðàåòñÿ ãëîáàëüíûé **r
sj , ñîîòâåòñòâóþùèé îïòè-

ìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è.

Процедура А

Øàã 1. Èç âåðøèíû s ñòðîèì âñå âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà r = 1
êî âñåì âåðøèíàì ãðàôà D (ñì. ðèñ. 3.5), óäîâëåòâîðÿþùèå îã-

ðàíè÷åíèÿì 1 2( , ,..., )j ng X X X , (1, )j m , ïðè ýòîì äëèíû ïî âå-

ñàì ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíèÿì âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (3.6). Äàëåå âûäåëÿåì ñàìûé äëèííûé ïóòü íà
ÿðóñå.

Øàã 2. Èñïîëüçóÿ ñàìûé äëèííûé ïóòü òåêóùåãî ðàíãà r, ïî-
ñòðîåííûé íà ïðåäûäóùåì øàãå, ñòðîèì âñå âîçìîæíûå ïóòè

ðàíãà r : = r + 1, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì 1 2( , ,...,jg X X

)nX , (1, )j m , ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

(3.25). Ïðè ýòîì ïðîâåðêà îãðàíè÷åíèé è âûáîð ïóòè ìàêñè-
ìàëüíîãî ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà îñóùåñòâëÿþòñÿ íà îñíîâå âû-
÷èñëåíèé äëèí ïóòåé ïî âåñàì ôóíêöèîíàëà è îãðàíè÷åíèé â
ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3.24).

Øàã 3. Ïðîâåðÿåì 1r
sjm   =  , åñëè äà, òî ïóòü *r

sj  ìàêñèìàëü-

íîé äëèíû, ïîëó÷åííûé íà ðàíãå r, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ýêñòðå-
ìóìîì ðåøàåìîé çàäà÷è, èíà÷å ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã 4. Ïðîâåðÿåì ðàíã r = n, åñëè íåò, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

Èíà÷å ïðîöåäóðà À çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, è ïóòü *r
sj  ìàêñèìàëüíîé

äëèíû, ïîëó÷åííûé íà ðàíãå r = n, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è.
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Оценка сложности процедур {А}

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ïóòåé, ñòðîÿùèõñÿ íà ïðîèçâîëüíîì ðàíãå
r, íå ìîæåò ïðåâûñèòü âåëè÷èíû (n — 1) (n — 1), ìàêñèìàëüíûé
ðàíã r ïðîèçâîëüíîãî ïóòè íå ïðåâûøàåò (n — 1), à ÷èñëî öèêëîâ,
âûïîëíÿåìîå ïðîöåäóðîé À1, ðàâíî n, òî ïîñëå n öèêëîâ ÷èñëî

ïóòåé, êîòîðîå ïîñòðîèò ïðîöåäóðà À1, íå ïðåâûøàåò (n — 1) 
 (n — 1)  (n — 1)n  n4, à ÷èñëî îáðàáîòàííûõ âåêòîðîâ – n5. Ñ
ó÷åòîì êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ â ôóíêöèîíàëå (k) è êîëè÷åñòâà
îãðàíè÷åíèé (m) âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà À1 íå ïðåâûñèò
Î(n5 k(m + 1)). Â ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ çà

îäèí ïðîõîä ïðîöåäóðû À2 èëè çà îäèí ïðîõîä ïðîöåäóðû À, íî
ñ âûäåëåíèåì íàèáîëåå äëèííîãî ïóòè íà ÿðóñå, ñëîæíîñòü

ïðîöåäóð À2 è À íå ïðåâûñèò Î(n4 k(m + 1)) è Î(n3 k(m + 1)) ñî-
îòâåòñòâåííî. Èòàê, àëãîðèòìû À5, À4, À3 èìåþò âðåìåííóþ
ñëîæíîñòü, íå ïðåâûøàþùóþ Î(n5 k(m + 1)), Î(n4 k(m + 1)) è
Î(n3k(m + 1)) ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ðåøåíèÿ ïðîèçâîëü-
íûõ çàäà÷ áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò íà îñíîâå ðàç-
ðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ ðåøàòü ñ åäèíûõ ïîçèöèé ëþáûå çàäà÷è
ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ. Åñëè â ñîîòíîøåíèè (3.19)

ââåñòè îáîçíà÷åíèå 
1

( ) ( )
kp

k
k kj k n

j

f x C S C


  , òî îíî ïðèìåò âèä F(x) =

= ( )k
k

f x . Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèîíàë è îãðàíè÷åíèÿ

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâîëüíóþ íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò fk(x),
òî òàêàÿ çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ òàêæå ìîæåò
áûòü ýôôåêòèâíî ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà è
ïðè ýòîì áóäóò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî ïðàâèëà âåñîâ âåðøèí êëèê.

3.2. ПОДХОДЫ К УПРАВЛЕНИЮ
И РАСПРЕДЕЛЕНИЮ РЕСУРСОВ В РАСПРЕДЕЛЕННЫХ

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМАХ

Ñîâðåìåííîå ïîíèìàíèå ÐÂÑ øèðîêî èñïîëüçóåò ïîíÿòèå
«ðåñóðñ», âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ âñå, ÷òî ó÷àñòâóåò â îáðàáîòêå äàí-
íûõ. Ê ðåñóðñàì ñëåäóåò îòíåñòè êîììóíèêàöèè, ñèñòåìû õðàíå-
íèÿ è îáðàáîòêè äàííûõ, èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû, à òàêæå
ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå. Òàê, åñëè ïðèëîæåíèå àíàëèçà äàí-
íûõ ïîíèìàòü êàê ðåñóðñ, òî ýòî îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü óäàëåí-
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íîãî äîñòóïà ê íåìó áåç óñòàíîâêè íà êîìïüþòåð ïîëüçîâàòåëÿ.
Âûõîä çà ðàìêè çàäà÷ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé âû-
ÿâëÿåò ðåàëüíîå ñîäåðæàíèå ÐÂÑ êàê èíôðàñòðóêòóðû äëÿ ïîä-
äåðæêè ëþáîé ãëîáàëüíî ðàñïðåäåëåííîé îáðàáîòêè äëÿ ìíîæå-
ñòâà òèïîâ ïðèëîæåíèé: ýëåêòðîííîãî áèçíåñà, ðàñïðåäåëåííîãî
ïðîèçâîäñòâà, èññëåäîâàíèÿ äàííûõ. Ïðè ýòîì íå òðåáóþòñÿ âû-
ñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå êîììóíèêàöèè; â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå
êîììóíèêàöèîííîé ñðåäû ìîæåò âûñòóïàòü Internet. Èçâåñòíûå
ïîäõîäû ê îðãàíèçàöèè ÐÂÑ èñïîëüçóþò äâóõóðîâíåâóþ îðãàíè-
çàöèþ, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ è
ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ â êîíòåêñòå íå òîëüêî èõ
ãåîãðàôè÷åñêîé ðàñïðåäåëåííîñòè, íî è âðåìåííîé. Ïëàíèðîâà-
íèå ðàñïðåäåëåíèåì ðåñóðñîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ öåíòðàëèçîâàíî, è
ïðè ýòîì âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíîãî
êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ, êîòîðîå ìîæíî îïðåäåëèòü çà íåêîòîðîå
äîïóñòèìîå âðåìÿ, îïðåäåëÿþùåå àêòóàëüíóþ èíôîðìàöèþ î
ñîñòîÿíèè ðåñóðñîâ.

Модель управления

Постановка задачи

Ïóñòü èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ âòîðîãî (óïðàâëÿþùåãî)
óðîâíÿ ÐÂÑ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Z ñåðòèôèöèðîâàííûõ çàäà÷ (â
ðàìêàõ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ îïèñàíèÿ çàäàíèé) è ìíîæåñòâî
ñåðòèôèöèðîâàííûõ ðåñóðñîâ Y. Â ðåçóëüòàòå ñåðòèôèêàöèè êàæ-
äóþ çàäà÷ó õàðàêòåðèçóþò îáúåìîì ïàìÿòè, ïðîèçâîäèòåëüíî-
ñòüþ ðåñóðñà, êîëè÷åñòâîì îïåðàöèé ââîäà/âûâîäà, ìàêñèìàëü-
íûì îæèäàåìûì âðåìåíåì ðåøåíèÿ, ñòîèìîñòüþ åå ðåøåíèÿ è

ò. ä. Êàæäûé ðåñóðñ õàðàêòåðèçóþò ñëîòîì – èíòåðâàëîì ti
âðåìåíè, íà êîòîðîì äàííûé ðåñóðñ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí;
êîëè÷åñòâîì âûäåëÿåìûõ ïðîöåññîðíûõ óçëîâ; ïðèíÿòîé ïîëè-
òèêîé ïëàíèðîâàíèé çàäàíèé è ò. ä. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â ïîä-

ìíîæåñòâå z  Z ñåðòèôèöèðîâàííûå çàäà÷è ìîãóò ðåøàòüñÿ íå-

çàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ïîäìíîæåñòâà ðåñóðñîâ ó  Y, ïðåäíà-

çíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäìíîæåñòâà çàäà÷ z  Z, âõîäÿò â âèð-
òóàëüíûå îðãàíèçàöèè (ïîëüçîâàòåëè, âëàäåëüöû ðåñóðñîâ, ïðî-
âàéäåðû) (ÂÎ). Ïðè ýòîì ïëàíèðîâàíèå âûïîëíåíèÿ çàäàíèé
äîëæíî ó÷èòûâàòü íå òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå
ðåñóðñîâ, íî è âðåìåííîå ðàñïðåäåëåíèå, çàäàâàåìîå ìíîæåñò-

âîì èíòåðâàëîâ {ti}. Äëÿ óäîáñòâà ïëàíèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíè-
åì çàäà÷ ïî ðåñóðñàì âíóòðè ÂÎ ïðåäëàãàåòñÿ ðàçáèòü ïîäìíî-
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æåñòâà ðåñóðñîâ ñ ó÷åòîì èõ âðåìåííîé çàíÿòîñòè íà òàêèå ïîä-

ìíîæåñòâà, â êîòîðûõ èíòåðâàëû âðåìåíè ti íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíî íà îñíîâå ñëåäóþùåé
ôîðìàëüíîé ìîäåëè.

Ïóñòü îòðåçîê âðåìåíè ∆ti  = (tk, tq) – èíòåðâàë, â òå÷åíèå êî-
òîðîãî ìîæíî çàäåéñòâîâàòü íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé j-é ðåñóðñ
äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé: ñ ìîìåíòà âðåìåíè tk ýòîò ðåñóðñ íà-
çíà÷àåòñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé è îñâîáîæäàåòñÿ â ìîìåíò
âðåìåíè tq. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå èìååòñÿ n èíòåðâà-
ëîâ è òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ÂÎ, íà êîòîðîå ìîæ-
íî ðàçáèòü ñâîáîäíûå ðåñóðñû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîé
ÂÎ âñå ðåñóðñû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà âûïîëíÿëè çàäàíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîèì ãðàô G, â êîòîðîì êàæäîé
âåðøèíå ãðàôà i ñîîòâåòñòâóåò îòðåçîê ∆ti, è ñîåäèíèì âåðøèíû
i è j â ãðàôå G â ñëó÷àå, åñëè îòðåçêè ∆ti è ∆tj ïåðåñåêàþòñÿ âî
âðåìåíè.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Èñêîìîå ÷èñëî ÂÎ ðàâíî õðîìàòè÷åñêîìó
÷èñëó ãðàôà G.

Äåéñòâèòåëüíî, íà âñåõ ðåñóðñàõ èìåþùèå îäèíàêîâûé öâåò
çàäàíèÿ ìîãóò ðåøàòüñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Îäíàêî êîãäà
åñòü íåêîòîðîå ÷èñëî ðåñóðñîâ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ çàäàíèé,
òî, îêðàñèâ îäíèì öâåòîì âñå îòðåçêè, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøè-
íàì ãðàôà G, ïîëó÷àåì âèðòóàëüíûå ñîîáùåñòâà ðåñóðñîâ, â êî-
òîðûõ âðåìåíà ðàáîòû ðåñóðñîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ âî âðåìåíè, è
ïðè ýòîì èìååì íåêîòîðóþ ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ãðàôà G. Ýòè
ñîîáðàæåíèÿ è îáîñíîâûâàþò äàííîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êðàñîê, ñ ïîìîùüþ êî-
òîðûõ ìîæíî ðàñêðàñèòü ãðàô G, è îïðåäåëèò ìèíèìàëüíîå ÷èñ-
ëî ÂÎ, â êîòîðûõ ìîæíî íåçàâèñèìî âûïîëíèòü íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî çàäàíèé.

Îïòèìàëüíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôîâ. Îòìåòèì, ÷òî ðàñêðàñêà ãðà-
ôîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ â òåîðèè ãðàôîâ è ïî-
ñòðîåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì è ñåòåé, ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå
êîòîðîé íåîáõîäèìî äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé [20].

Êàê ïîêàçàíî â [20], çàäà÷à ðàñêðàñêè ãðàôà ìîæåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê çàäà÷à ëèíåéíîãî áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðå-
øåíèå äàííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñóùåñòâóþùèìè
ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷ áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íî ïðè
ýòîì èç-çà áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ýòó çàäà÷ó öåëåñîîáðàçíî ðå-
øàòü â ãðàôîâîé ïîñòàíîâêå, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó äèíàìè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðåäëîæåííóþ â [20] íà îñíîâå ñëå-
äóþùåé òåîðåìû.
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Òåîðåìà 3.1. Åñëè ãðàô G ÿâëÿåòñÿ r-õðîìàòè÷åñêèì, òî îí
ìîæåò áûòü ðàñêðàøåí ñ èñïîëüçîâàíèåì r (èëè ìåíüøåãî ÷èñ-
ëà) êðàñîê ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû: ñíà÷àëà â îäèí
öâåò îêðàøèâàåòñÿ íåêîòîðîå ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíî-

æåñòâî  1S G , çàòåì îêðàøèâàåòñÿ â ñëåäóþùèé öâåò ìíîæåñòâî

 2 1S X S G    è ò. ä. äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäóò ðàñêðàøåíû

âñå âåðøèíû.
Òîò ôàêò, ÷òî òàêàÿ ðàñêðàñêà, èñïîëüçóþùàÿ òîëüêî r öâå-

òîâ, âñåãäà ñóùåñòâóåò, ìîæåò áûòü óñòàíîâëåí ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü èìååòñÿ ðàñêðàñêà â r öâåòîâ òàêàÿ, ÷òî îäíî èëè
áîëüøå ìíîæåñòâ, îêðàøåííûõ â îäèí è òîò æå öâåò, íå ÿâëÿþò-
ñÿ ìàêñèìàëüíûìè íåçàâèñèìûìè ìíîæåñòâàìè â ñìûñëå, óêà-
çàííîì âûøå. Ïðîíóìåðóåì öâåòà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ìû ìîæåì âñåãäà ïîêðàñèòü â öâåò 1 òå âåðøèíû

(ïóñòü ýòî ìíîæåñòâî 1V ), êîòîðûå íå áûëè îêðàøåíû â ýòîò

öâåò è êîòîðûå îáðàçóþò íåçàâèñèìîå ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî

âìåñòå ñ ìíîæåñòâîì 1V  âñåõ âåðøèí ãðàôà, óæå îêðàøåííûõ â

öâåò 1. Ýòà íîâàÿ ðàñêðàñêà âîçìîæíà ïîòîìó, ÷òî íèêàêàÿ âåð-

øèíà èç ìíîæåñòâà 1V  íå ÿâëÿåòñÿ ñìåæíîé íè ñ êàêîé âåðøè-

íîé èç 1V , è, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ õîòÿ áû ñ

îäíîé âåðøèíîé èç 1V , îêðàøåíà â öâåò, îòëè÷íûé îò öâåòà 1, è

ïîýòîìó íå çàòðàãèâàåòñÿ ïðîöåäóðîé ïåðåìåíû öâåòà âåðøèí èç

1V . Ðàññìàòðèâàÿ òåïåðü ïîäãðàô 1 2X V V   è ïðîâîäÿ ñ íèì

àíàëîãè÷íûå ìàíèïóëÿöèè, îêðàñèì â öâåò 2 êàêîå-òî (íîâîå)
íåçàâèñèìîå ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî è ò. ä. Ðàñêðàñêó óêàçàí-
íîãî â òåîðåìå âèäà íàçûâàþò îïòèìàëüíîé íåçàâèñèìîé ðàñêðàñ-
êîé [20].

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èìååòñÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì îïðå-

äåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ïðîèçâîëüíîãî

ãðàôà (îáîçíà÷èì åãî ÀÌ) è ïðîöåäóðû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿåìîé òåîðåìîé 3.1, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëå-

äóþùèé àëãîðèòì ðàñêðàñêè ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà.

Àëãîðèòì ðàñêðàñêè ãðàôà
Øàã 1. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÀÌ íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå íå-

çàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí è ïðèñâàèâàåì èì öâåò (1).
Øàã 2. Óäàëÿåì èç ãðàôà âñå âåðøèíû, ïîêðàøåííûå â öâåò

(Â), èíöèäåíòíûå èì ðåáðà è çàïîìèíàåì äëÿ âñåõ îñòàâøèõñÿ
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âåðøèí, êîòîðûå èíöèäåíòíû âåðøèíàì ñ öâåòîì (Â), ÷òî îíè
íå ìîãóò áûòü ïîêðàøåíû â öâåò (Â). Ïðè ýòîì ãðàô ðàñïàäàåòñÿ
íà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî Q íåñâÿçàííûõ êîìïîíåíòîâ è êîìïî-
íåíòàì, ñîñòîÿùèì èç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, ïðèñâàèâàåì öâåò
(Â + 1).

Øàã 3. Äëÿ êàæäîãî êîìïîíåíòà Q âûïîëíÿåì øàãè 1 è 2 äî
òåõ ïîð, ïîêà ìíîæåñòâî èñõîäíûõ âåðøèí ãðàôà íå ñòàíåò ïóñ-
òûì.

Â êà÷åñòâå òàêîãî àëãîðèòìà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåí-
íûé â ðàáîòå [21] àëãîðèòì ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ, íå ïðåâû-
øàþùåé Î(n3), è ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé 2–6 %.

Ïîñêîëüêó âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ÀÌ íå ïðåâûøàåò
Î(n3) è åãî íå ïðèäåòñÿ ïîâòîðÿòü áîëåå n ðàç, òî ñëîæíîñòü àë-
ãîðèòìà îïòèìàëüíîé ðàñêðàñêè íå ïðåâûñèò Î(n4). Êàê ïîêàçà-
íî â [21], äàííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà ïàðàë-
ëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ, ÷òî ïîçâîëèò â n ðàç ñíèçèòü
âðåìåííóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. Ïîñëå òîãî, êàê òðåáóåìîå êî-
ëè÷åñòâî ðåñóðñîâ, êîòîðîå ìîæåò îáåñïå÷èòü ñâîåâðåìåííîå âû-
ïîëíåíèå çàäàíèé, îïðåäåëåíî, íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó î íà-
çíà÷åíèè, ó÷èòûâàÿ îñîáåííîñòè ïðîöåññà ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-
ñîâ, à òàêæå èõ âðåìåííîå è ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â çàäà÷å î íàçíà÷åíèè íåîáõîäèìî ðàñïðåäåëèòü (íàçíà÷èòü)
ðåñóðñû äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé; ïðè ýòîì êàæäûé ðåñóðñ ìî-
æåò âûïîëíèòü ëþáîå çàäàíèå, íî ñ ðàçëè÷íîé ïðîèçâîäèòåëüíî-
ñòüþ. Åñëè íåêîòîðîìó çàäàíèþ íàçíà÷àåòñÿ ðåñóðñ ñ ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòüþ, òðåáóåìîé äëÿ åãî âûïîëíåíèÿ, òî ñòîèìîñòü åå âû-
ïîëíåíèÿ áóäåò ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå íàçíà÷åíèÿ íà âûïîëíåíèå
äàííîãî çàäàíèÿ ðåñóðñà ñ ìåíüøåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ. Öåëü
çàäà÷è – íàéòè îïòèìàëüíîå (ñ òî÷êè çðåíèÿ êðèòåðèÿ èëè êðè-
òåðèåâ) ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ ïî âñåì çàäàíèÿì, íàõîäÿùèìñÿ
â ÐÂÑ.

Èñõîäíàÿ ìàòðèöà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàçíà÷åíèÿ m ðåñóð-
ñîâ íà n çàäàíèé (m = n) ïðèâåäåíà â òàáë. 3.3, ãäå Cij – ñòîè-
ìîñòü íàçíà÷åíèÿ ðåñóðñà i äëÿ çàäàíèÿ j. Åñëè ïî îïðåäåëåííûì
îãðàíè÷åíèÿì ðåñóðñ íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, òî ñòîèìîñòè
ïðèñâàèâàþò «çàïðåùàþùåå» çíà÷åíèå, êîòîðîå èñêëþ÷èò ïîïà-
äàíèå òàêîé ïàðû «ðåñóðñ–çàäàíèå» â èñêîìîå ðåøåíèå. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàçíà÷åíèè ñóùåñòâóþùèìè ìå-
òîäàìè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìàòðèöà ñòîèìîñòåé áûëà êâàäðàòíîé,
ò. å. ÷èñëî «èñïîëíèòåëåé» äîëæíî áûòü ðàâíî ÷èñëó ðàáîò. Â ñëó-
÷àå íåðàâåíñòâà êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ êîëè÷åñòâó çàäàíèé â ìî-
äåëü ââîäÿòñÿ ôèêòèâíûå ðåñóðñû è/èëè ôèêòèâíûå çàäàíèÿ.
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Т А Б Л И Ц А  3.3. Исходная матрица для решения задачи

Задания
Ресурсы

1 2 j n – 1 n

1 Ñ1, 1 Ñ1, 2 Ñ1, j Ñ1, n — 1 Ñ1, n

2 Ñ2, 1 Ñ2, 2 Ñ2, j Ñ2, n — 1 Ñ2, n

... ... ... ... ... ...
m — 1 Ñm — 1, 1 Ñm — 1, 2  Ñm — 1, j Ñm — 1, n — 1 Ñm — 1, n

m Ñm, 1 Ñm, 2 Ñm, j Ñm, n — 1 Ñm, n

Çàäà÷à î íàçíà÷åíèè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òðàíñïîðòíîé
çàäà÷è, â êîòîðîé ðåñóðñû ýêâèâàëåíòíû ïóíêòàì îòïðàâëåíèÿ, à
çàäàíèÿ – ïóíêòàì íàçíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì âñå âåëè÷èíû ñïðîñà
è ïðåäëîæåíèÿ ðàâíû 1, à ñòîèìîñòü íàçíà÷åíèÿ ðåñóðñà i íà çà-
äàíèå j ñîîòâåòñòâóåò Cij. Óêàçàííûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ðåøàòü
çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è òðàíñïîðòíóþ.
Îäíàêî òà îñîáåííîñòü, ÷òî âñå âåëè÷èíû ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ
â çàäà÷å î íàçíà÷åíèÿõ ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè 1, ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷àòü áîëåå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû åå ðåøåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä ïîçâîëèò àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ êàê ñ ó÷åòîì âðåìåííûõ
òðåáîâàíèé ê âûïîëíåíèþ çàäàíèé, òàê è ñ ó÷åòîì çàòðàòíûõ
îãðàíè÷åíèé, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ âûïîëíåíè-
åì çàäàíèé. Îñîáåííîñòüþ ïëàíèðîâàíèÿ ïðè òàêîì ïîäõîäå ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäàíèé â ÂÎ áóäåò ðàâíî ñóììå

îòðåçêîâ âðåìåíè {ti} ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿþùèõ ñëîòû èñïîëü-
çîâàíèÿ ðåñóðñîâ ÂÎ. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà â êëàñòåðàõ íà äàííûé
ìîìåíò âðåìåíè îòñóòñòâóþò íåîáõîäèìûå ðåñóðñû, âîçìîæíî
ïåðåðàñïðåäåëåíèå çàäàíèé âíóòðè êëàñòåðà ñ öåëüþ ìàêñèìèçà-
öèè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êà÷åñòâà îáñëó-
æèâàíèÿ ïîëüçîâàòåëåé ÂÎ.

3.3. ЗАДАЧА МИНИМИЗАЦИИ
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ РЕСУРСОВ В РВС

Ðàññìîòðèì äâóõóðîâíåâóþ ÐÂÑ, â êîòîðîé íà ïåðâîì óðîâíå
íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ áðîêåðîâ ðàñïðåäåëÿþò âû÷èñëèòåëüíûå
çàäà÷è íà êëàñòåðû ÐÂÑ, à íà âòîðîì óðîâíå çàäà÷è ðàñïðåäåëÿ-
þòñÿ ëîêàëüíûìè ïëàíèðîâùèêàìè è ñèñòåìàìè óïðàâëåíèÿ ðå-
ñóðñàìè (ËÑÓÐ). Ïóñòü â ÐÂÑ èìååòñÿ n êëàñòåðîâ, ïðè ýòîì
êàæäûé i-é óçåë êëàñòåðà ìîæåò ðåøèòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
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Ðèñ. 3.6. Ãðàô ïëàíèðî-
âàíèÿ çàäàíèé íà âû÷èñ-
ëèòåëüíûå ðåñóðñû

Li çàäà÷ ñ òðåáóåìîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè â ÐÂÑ íà ðåøåíèå ïîñòóïàåò
ïîäìíîæåñòâî m   M çàäàíèé, êîòîðûå íóæíî ðåøèòü íà çàäàí-

íîì ìíîæåñòâå âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ n, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì
ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, îáåñïå÷è-
âàþùèõ ðåøåíèå âñåõ m çàäà÷ (m > n) ñ âîçìîæíûìè îãðàíè÷å-
íèÿìè (íàïðèìåð, íà âðåìÿ âûïîëíåíèÿ è áþäæåò).

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òàêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ
äâóäîëüíûé ãðàô (ðèñ. 3.6), â êîòîðîì âåðøèíû îäíîãî ìíîæå-
ñòâà (âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû) ñîåäèíåíû ðåáðàìè ñ âåðøèíà-
ìè äðóãîãî ìíîæåñòâà – çàäàíèÿìè, êîòîðûå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ
íà ðåñóðñàõ, ÿâëÿþùèõñÿ íà ìîìåíò ïëàíèðîâàíèÿ äîñòóïíûìè
è ñâîáîäíûìè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îäíî
çàäàíèå ìîæåò ðåøàòüñÿ íà îäíîì èç íåñêîëüêèõ ñâîáîäíûõ ðå-
ñóðñîâ.

Ïðèìåíèì äàííîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ íåêîòî-
ðîé áóëåâîé ìàòðèöû Â, â êîòîðîé ñòðîêàì ñîîòâåòñòâóþò çàäà-
íèÿ, à ñòîëáöàì – âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû. Ýëåìåíò ìàòðèöû
(³, j) ïîëîæèì ðàâíûì 1, åñëè j-é óçåë ñïîñîáåí ñ òðåáóåìîé ýô-
ôåêòèâíîñòüþ îáåñïå÷èòü ðåøåíèå ³-é çàäà÷è, è ðàâíûì 0 – â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ ñâîäèò-
ñÿ ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ñòîëáöîâ (ðå-
ñóðñîâ), ïîêðûâàþùèõ åäèíèöàìè âñå ñòðîêè (çàäàíèÿ) áóëåâîé

ìàòðèöû Â, èìåþùåé ðàçìåðíîñòü m  n, ò. å. ê çàäà÷å î íàè-
ìåíüøåì ïîêðûòèè (ÇÍÏ).

Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à ëèíåé-
íîãî áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîñòàíîâêà êîòîðîé â îáùåì
ñëó÷àå èìååò âèä

1

min
n

j j
j

L ñ x


                          (3.26)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

 
1

1,   i 1, ;

0,1 ;  0,   

n

ij j
j

j j

x m

x c



  

 


                        (3.27)
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ãäå

1, åñëè -ÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåò áûòü ïîêðûòà

  ïåðåìåííîé ,

0 â ïðîòèâíîì  ñëó÷àå.                   

jij

i

x


  



   (3.28)

Çàäà÷è î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè è î íàèìåíüøåì âåðøèííîì
ïîêðûòèè (ÇÍÂÏ) èìåþò øèðîêîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå â òåî-
ðèè ïîñòðîåíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì, â ñèñòåìàõ äèàãíîñòèêè âû-
÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì è ñåòåé [10–12] è ïðè ðàçðàáîòêå èõ ïðî-
ãðàììíîãî è ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ, à òàêæå äëÿ ïëàíè-
ðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â ÐÂÑ [10]. Ïðè ýòîì îñíîâ-
íûì òðåáîâàíèåì ê àëãîðèòìàì ðåøåíèÿ çàäà÷ ýòîãî êëàññà
ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå âûñîêîé îïåðàòèâíîñòè è ìèíèìàëüíîé
ïîãðåøíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé.

Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíûõ âåðøèííûõ ïîêðûòèé (íå-
çàâèñèìûõ ìàêñèìàëüíûõ ìíîæåñòâ) ìîæíî ðåøàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íûì ïåðåáîðîì íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ñ îäíîâðåìåííîé ïðîâåð-
êîé êàæäîãî ìíîæåñòâà íà ìàêñèìàëüíîñòü (ïîñëåäíåå îñóùåñò-
âëÿåòñÿ äîáàâëåíèåì ê èññëåäóåìîìó ìíîæåñòâó äîïîëíèòåëüíîé
âåðøèíû, íå ïðèíàäëåæàùåé åìó, è îïðåäåëåíèåì, ñîõðàíÿåòñÿ ëè
ïðè ýòîì íåçàâèñèìîñòü) è çàïîìèíàíèåì ìàêñèìàëüíûõ ìíî-
æåñòâ. Îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà âåðøèí ýòîò ñïîñîá ñòà-
íîâèòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèì. Íà îñíîâå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ýòîé
ïðîöåäóðû ïîñòðîåíû àëãîðèòìû Áðîíà è Êýðáîøà [20]. Êàê ïî-
êàçàíî â ðàáîòå [21], çàäà÷à âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ NP-
ïîëíîé, è ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû åå ðåøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ãðàôîâ íåèçâåñòíû. Äëÿ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ íà îñíîâå àëãî-
ðèòìîâ Õîïêðîôòà è Êàðïà (c ïîèñêîì â ãëóáèíó) ðàçðàáîòàíû
ìåòîäû [22], ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå
ïîêðûòèå è ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí â ïðî-

èçâîëüíîì äâóäîëüíîì ãðàôå H = X, Y, E çà âðåìÿ Î((m + n) n ),

ãäå n = XY è m = E. Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû îïðåäåëåíèÿ
÷èñëà óñòîé÷èâîñòè áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ñîâåðøåííûõ ãðàôîâ –
ãðàôîâ, ó êîòîðûõ äëÿ ëþáîãî åãî ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà õðî-
ìàòè÷åñêîå êîëè÷åñòâî ðàâíî êëèêîâîìó ÷èñëó. Àëãîðèòì âû-
÷èñëåíèÿ ÷èñëà óñòîé÷èâîñòè ãðàôà [23] îñíîâàí íà ìåòîäå ýë-
ëèïñîèäîâ è èñïîëüçóåò ïðîöåäóðó îòäåëåíèÿ ìàòðèö ãðàôà. Îä-
íàêî â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå ýòîò àëãîðèòì èìååò ñóùåñòâåí-
íûå íåäîñòàòêè, íå ïîçâîëÿþùèå èñïîëüçîâàòü åãî íà ïðàêòèêå.
Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [23], ïîëó÷èòü ïðàâèëüíîå ðåøåíèå ïðè
êîëè÷åñòâå âåðøèí â ãðàôå, ïðåâûøàþùåì 10, ïðàêòè÷åñêè íå-
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âîçìîæíî. Ïðèìåíåíèå r-àëãîðèòìîâ ïîçâîëèëî óâåëè÷èòü ðàç-
ìåðíîñòü ðåøàåìûõ çàäà÷ äî 50, à ïðè èñïîëüçîâàíèè äâîéñò-
âåííûõ îöåíîê â ñõåìå âåòâåé è ãðàíèö – äî 100, ñ ïîãðåøíî-
ñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé 5 % [23]. Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó
ðàçìåðíîñòè çàäà÷, ðåøàåìûõ â ÐÂÑ, äîñòàòî÷íî âåëèêè, ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíîãî ïðèáëèæåííîãî
àëãîðèòìà ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ñ åäèíûõ ïîçèöèé ÇÍÂÏ è ÇÍÏ,
èìåþùåãî ìàëóþ âðåìåííóþ ñëîæíîñòü è ïîãðåøíîñòü.

Ïîñòàíîâêà è ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ ñ åäèíûõ
ïîçèöèé çàäà÷ ÇÍÂÏ è ÇÍÏ ïðåäñòàâèì ãðàô G(X, E) è ïðîèç-
âîëüíóþ ìàòðèöó Â â âèäå áóëåâîé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì êîíú-
þíêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå áóëåâîé ìàòðèöû Â. Ïóñòü çàäàíà áó-
ëåâàÿ ìàòðèöà Â ñ n ñòîëáöàìè è m ñòðîêàìè. Ñòîëáöû áóäåì

çàäàâàòü âåêòîðîì Õ = {õ1, õ2, …, õn}, ñòðîêè – âåêòîðîì Ì = {1,

2, …, m}. Ïîêðûòèåì Q ñòðîê Ì íàçîâåì òàêîå ìíîæåñòâî
ñòîëáöîâ Â, êîòîðîå ïîêðûâàåò åäèíèöàìè âñå ñòðîêè Ì. Äëÿ
îïðåäåëåíèÿ âñåõ ïîêðûòèé ìàòðèöû áóäåì èñïîëüçîâàòü àëãåá-
ðàè÷åñêèé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ïî èìïëèêàíòíîé òàáëèöå ïðèâå-
äåííûõ ñèñòåì ïðîñòûõ èìïëèêàíò áóëåâûõ ôóíêöèé. Åñëè êàæ-
äûé ñòîëáåö èç ñîâîêóïíîñòè Õ = {õ1, õ2, …, õn} ðàññìàòðèâàòü
êàê ïðîñòóþ èìïëèêàíòó, ïîêðûâàþùóþ ñîâîêóïíîñòü ñòðîê

Ì = {1, 2, …, m}, êàæäóþ ñòðîêó i – êàê íàáîð ïåðåìåííûõ,
ïîêðûâàåìûõ ïðîñòûìè èìïëèêàíòàìè, òî ìàòðèöó Â ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê èìïëèêàíòíóþ òàáëèöó áóëåâîé ôóíêöèè. Ïðè

òàêîé èíòåðïðåòàöèè ìàòðèöû Â äëÿ êàæäîé ñòðîêè i ìîæíî
çàïèñàòü äèçúþíêöèþ ñòîëáöîâ bi, ïîêðûâàþùèõ ðàññìàòðèâàå-
ìóþ ñòðîêó, â ñëåäóþùåì âèäå:

1( ......),

...................................,

( ......).

I K

I p t

d x x

d x x

   

   
                      (3.29)

Êîíúþíêöèÿ äèçúþíêöèé (3.29) ïî âñåì ñòðîêàì 1, 2, …, m

ìàòðèöû Â îáðàçóåò êîíúþíêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû Â,
ñîäåðæàùåå â ñåáå âñå ïîêðûòèÿ ñîâîêóïíîñòè ñòðîê Ì:

             1 2 1( ) .... ( ......) ... ( ......)r K p tk M d d d x x x x .  (3.30)

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â (3.30) â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè äèñòðèáóòèâ-
íîñòè, ïîëó÷àåì äèçúþíêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû Â, îáðàçó-
þùåå ïåðå÷åíü âñåõ âîçìîæíûõ ïîêðûòèé ñîâîêóïíîñòè ñòðîê Ì =

= {1, 2, …, m}. Òàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.30) êîíúþíêòèâíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ìàòðèöû Â, çàäàþùåé ãðàô G (ðèñ. 3.7), áóäåò èìåòü âèä
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1 2 1 3 1 4( )( )( )F X X X X X X    
 2 7 3 4 56( )( )( )X X X X X X   , (3.31)

1 2 3 4 5 6 7

1 2 1 1 0 0 0 0 0

1 3 1 0 1 0 0 0 0

1 4 1 0 0 1 0 0 0

2 7 0 1 0 0 0 0 1

3 6 0 0 1 0 0 1 0

4 5 0 0 0 1 1 0 0

B




 




.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [24], åñëè f – áóëåâàÿ ôóíêöèÿ, ïî-
ñòðîåííàÿ ïî ãðàôó G = (V, E) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äèçúþíêòîâ

(vi  vj), ãäå {vi}  {0,1},  1,i n ,  1,j n , i  j, è ïðè ýòîì êàæ-

äûé äèçúþíêò (vi  vj) ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó (vi, vj), òî âñå íàáîðû
ïåðåìåííûõ {vi, vj}, íà êîòîðûõ îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå «èñòèí-
íî», ñîîòâåòñòâóþò âåðøèííûì ïîêðûòèÿì â ãðàôå G = (V, E).
Äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ âåðøèííûõ ïîêðûòèé ãðàôà G = (V, E)
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òå ñèñòåìû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ {vi,vj},
ïðè êîòîðûõ âûñêàçûâàíèå

F (V1, V2 …, Vn) = 1                       (3.32)

«èñòèííî». ×òîáû íàéòè ýòè ñèñòåìû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ {vi,vj},
íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ëåâóþ ÷àñòü (3.31) ê ìèíèìàëüíîé äèçúþíê-
òèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (ÄÍÔ), ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è èñïîëü-
çóÿ çàêîí ïîãëîùåíèÿ. Òàêàÿ ôîðìà åäèíñòâåííàÿ ââèäó îòñóò-
ñòâèÿ â (3.32) ëîãè÷åñêèõ îòðèöàíèé.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ áó-
ëåâîé ìàòðèöû Â, çàäàþùåé íåêîòîðûé ãðàô G(X, E). Åñëè â
ìàòðèöå Â âûäåëèòü ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö j, òî ñ íèì ìîæíî
ñâÿçàòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ñòîëáöîâ {q}, ñ êîòîðûìè äàí-
íûé ñòîëáåö ïåðåñåêàåòñÿ, ïîñêîëüêó ñòîëáåö j ñîîòâåòñòâóåò
âåðøèíå ãðàôà, à êîëè÷åñòâî åäèíèö â ñòîëáöå îïðåäåëÿåòñÿ ñòå-
ïåíüþ âåðøèíû dj, òîãäà ïîäìíîæåñòâî {q} áóäåò âñåãäà ñîäåð-
æàòü dj òàêèõ ñòîëáöîâ. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ñòîëá-
öîâ {q}j îáðàçóåò ñâÿçêó ñòîëáöîâ îòíîñèòåëüíî ñòîëáöà j. Êîëè-
÷åñòâî ñòîëáöîâ â Â ðàâíî êîëè÷åñòâó âåðøèí n â ãðàôå G(X, E),
à êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ñâÿçîê ñòîëáöîâ äëÿ ìàòðèöû Â ðàâíî
n. Îòìåòèì, ÷òî âñå ñòîëáöû â ìàòðèöå Â ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ

Ðèñ. 3.7. Ãðàô G
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äðóãîì òîëüêî â îäíîé ñòðîêå, ïîñêîëüêó â êàæäîé ñòðîêå ìàò-
ðèöû Â íàõîäèòñÿ ðîâíî ïî äâå åäèíèöû. Ïîýòîìó, ñ òî÷êè çðå-
íèÿ èõ ïåðåñåêàåìîñòè, âîçìîæíîñòü èõ ïðèíàäëåæíîñòè ìèíè-
ìàëüíîìó ïîêðûòèþ ðàâíîâåëèêà. Êàæäàÿ ñâÿçêà ñòîëáöîâ {q}j

ïîêðûâàåò îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî ñòðîê lj; ñâÿçêó {q}j, ïîêðû-
âàþùóþ ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñòðîê â ìàòðèöå Â, íàçîâåì
ìàêñèìàëüíîé. Åñëè â ãðàôå G(X, E) åñòü âèñÿ÷èå âåðøèíû, òî
ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî â ìàòðèöå Â åñòü ñòîëáöû Ð, ñîäåðæàùèå
òîëüêî îäíó åäèíèöó, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâÿçêè ýòèõ ñòîëáöîâ
áóäóò ñîäåðæàòü òîëüêî ïî îäíîìó ñòîëáöó â êàæäîé. Ýòè ñòîëá-
öû îáëàäàþò èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì, êîòîðîå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ãðàôîâ G(X, E) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Åñëè ãðàô G(X, E) ñîäåðæèò íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí Q  Õ, òî ïîäìíîæåñòâî âåðøèí
Ð  Õ, ñìåæíûõ ñ Q, ìîæåò áûòü äîïîëíåíî äî îäíîãî èç ìèíè-
ìàëüíûõ âåðøèííûõ ïîêðûòèé ãðàôà G(X, E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàô G(X, E) ñîäåðæèò âèñÿ÷óþ âåð-
øèíó j, êîòîðàÿ ïîäñîåäèíåíà ê íåìó ðåáðîì (i, j). Òîãäà ãðàô
G(X, E) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîäãðàôîâ G è
G, ïðè ýòîì âåðøèíà i ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ, ò. å. ïðè-
íàäëåæèò ïîäãðàôàì G è G. Ïóñòü ïîäãðàô G ñîäåðæèò k âåð-
øèí, òîãäà ñòåïåíè âåðøèí â ïîäãðàôå G ìîãóò èçìåíÿòüñÿ îò 1
äî k — 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ãðàôå G(X, E) åñòü ïîêðûòèå {Xi}min,
êîòîðîå íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ âåðøèíó i, íî òîãäà îíî äîëæíî
âêëþ÷àòü â ñåáÿ âåðøèíó j (ò. å. j  {Xi}min) äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåáðî
(i, j) îêàçàëîñü ïîêðûòûì.

Ïóñòü ñòåïåíü âåðøèíû i â ïîäãðàôå G  ðàâíà 1 è âåðøèíà i
â ïîäãðàôå G  ñîåäèíåíà ñ Õ1. Ïîñêîëüêó ðåáðî (i, Õ1) äîëæíî
áûòü ïîêðûòî, à i â ïîêðûòèå íå âõîäèò, òî Õ1  {Xi}min. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îáå âåðøèíû (j, Õ1)  {Xi}min. Åñëè âìåñòî âåðøèí (j, Õ1) â
ïîêðûòèå ââåñòè âåðøèíó i, òî ïîëó÷èì íîâîå ïîêðûòèå {Xi},
êîòîðîå ñîäåðæèò íà îäíó âåðøèíó ìåíüøå, ÷åì ïîêðûòèå {Xi}min,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîíà÷àëüíîìó ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî
ïîêðûòèå {Xi}min, ñîäåðæàùåå âåðøèíó j, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì
âåðøèííûì ïîêðûòèåì â ãðàôå G(X, E). Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäå-
íèå ìîæíî ïðîâåñòè, ïîëàãàÿ ñòåïåíü âåðøèíû i â G ðàâíîé 2,
3…, k — 1. Òàêèì îáðàçîì, ïî èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî âî âñåõ âîç-
ìîæíûõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî ïðîòèâîðå÷èå ñ ïåðâîíà÷àëüíûì
ïðåäïîëîæåíèåì, à çíà÷èò, âåðøèíà i ïðèíàäëåæèò ìèíèìàëü-
íîìó âåðøèííîìó ïîêðûòèþ. Ïîñêîëüêó àíàëîãè÷íîå ðàññóæäå-
íèå ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ ëþáîé âèñÿ÷åé âåðøèíû ãðàôà G(X, E),
òî ïî èíäóêöèè óòâåðæäåíèå 3.2 ìîæíî ñ÷èòàòü äîêàçàííûì.
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Â îáùåì ñëó÷àå åñëè â ãðàôå ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìèíè-
ìàëüíûõ âåðøèííûõ ïîêðûòèé, òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è ìèíè-
ìàëüíûå âåðøèííûå ïîêðûòèÿ áåç âåðøèíû, ñìåæíîé ñ âèñÿ÷åé
âåðøèíîé ãðàôà G(X, E), íî åñëè òàêîå ïîêðûòèå îäíî, òî ýòà
âåðøèíà îáÿçàòåëüíî â íåì ïðèñóòñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â
ìàòðèöå Â åñòü ñòîëáåö j, ñîäåðæàùèé îäíó åäèíèöó, òî ñâÿçêà
ñòîëáöîâ îòíîñèòåëüíî ñòîëáöà j (â äàííîì ñëó÷àå îíà ñîñòîèò
èç îäíîãî ñòîëáöà) ïðèíàäëåæèò ìèíèìàëüíîìó ïîêðûòèþ Xmin.

Â ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà â âèäå áóëåâîé ôóíêöèè F(Õ1, Õ2,
…, Õn) óòâåðæäåíèå (3.2) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî åñëè â äèçúþíêòàõ
åñòü ïåðåìåííàÿ Õð, êîòîðàÿ â íèõ âñòðå÷àåòñÿ îäèí ðàç, òî ïåðå-
ìåííàÿ Õï, ñîñòàâëÿþùàÿ åé ïàðó, â äèçúþíêöèè âõîäèò â ïîêðû-
òèå. È, ñëåäîâàòåëüíî, äàííóþ äèçúþíêöèþ ìîæíî çàìåíèòü ïå-
ðåìåííîé Õï, ïðè ýòîì èñêëþ÷èòü èç àíàëèçà âñå äèçúþíêöèè,
ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ Õï. Â ðàáîòå [25] ïðè àíàëèçå ãðàôîâ
G(X, E), íå èìåþùèõ âèñÿ÷èõ âåðøèí è ïðåäñòàâëåííûõ â êîíú-
þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå â âèäå íåêîòîðîé áóëåâîé ôóíê-
öèè F, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàèìåíüøåãî ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ {Õi},
êîòîðûå ïîêðûâàþò âñå äèçúþíêòû â êîíúþíêòèâíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ãðàôà G(X, E), ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ïðèíöèï ñóïåðïî-
çèöèè â áóëåâîé àëãåáðå, îñíîâàííûé íà ñëåäóþùåì ðàâåíñòâå:

f(Õ1, Õ2, …, Õn) = f(Õ1 = 0, Õ2, …, Õn)  f(Õ1, Õ2 =

= 0, …, Õn) … f(Õ1, Õ2, …, Õn = 0).               (3.33)

Íå íàðóøàÿ ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè, ñîîòíîøåíèå (3.33)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(Õ1, Õ2, …, Õn) = Õ1·f (Õ1, Õ2, …, Õn) 
 Õ2·f (Õ1, Õ2, …, Õn)… Õn·f (Õ1, Õ2, …, Õn).         (3.34)

Îñîáåííîñòüþ êîíúþíêòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà G(X, E)
â âèäå áóëåâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ñîäåðæèò êîëè÷å-
ñòâî äèçúþíêòîâ, ðàâíîå êîëè÷åñòâó ðåáåð â ãðàôå, êîëè÷åñòâî
ïåðåìåííûõ â êàæäîì äèçúþíêòå ðàâíî 2, è ïðè ýòîì êàæäàÿ
ïåðåìåííàÿ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé âåðøèíå ãðàôà G(X, E).

Ââåäåì ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà hq = 1 2
1 2( , ,...,j j

i ih h 

)nj
i n qh   íåêîòîðîé áóëåâîé ôóíêöèè:

fq = Õð·Õh·…·Õq ·f (Õ1,Õ2 ,…, Õn),                   (3.35)

â êîòîðîé ïåðåìåííûå Õð, Õh, …, Õq íå âñòðå÷àþòñÿ â ôóíêöèè f
(Õ1, Õ2, …, Õn).

Âåñ ji â âåêòîðå hq óêàçûâàåò, êàê ÷àñòî ïåðåìåííàÿ Õi âñòðå-
÷àåòñÿ â äèçúþíêòàõ ôóíêöèè f (Õ1, Õ2, …, Õn), à ñàì âåêòîð áó-
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äåì îïèñûâàòü ñóììàðíîé âåñîâîé õàðàêòåðèñòèêîé Vq, îïðåäå-
ëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì

1

n

q i
i

V j


  .                             (3.36)

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è â âèäå ñëå-
äóþùåé ïðîöåäóðû À ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè f (Õ1,Õ2…
…Õn), çàäàþùåé íåêîòîðûé ãðàô G(X, E).

Процедура А

Øàã 1. Ïðîâåðÿåì, åñòü ëè â äèçúþíêòàõ f(Õ1,Õ2 ,…, Õn) ïåðå-
ìåííûå {Xk}, âñòðå÷àþùèåñÿ ïî îäíîìó ðàçó. Åñëè äà, òî óìíîæàåì
f(Õ1,Õ2 ,…, Õn) íà ïåðåìåííûå {Xt}, ñòîÿùèå ñîâìåñòíî â äèçúþíêòàõ
ñ ïåðåìåííûìè {Xk} è îáðàçóþùèå ñîìíîæèòåëü Õð·Õh·…·Õq, ñî-
ñòîÿùèé èç r ïåðåìåííûõ, íàõîäèâøèõñÿ â äèçúþíêòàõ ñîâìåñò-
íî ñ Õk. Ïðè ýòîì âñå äèçúþíêòû â f(Õ1,Õ2 ,…, Õn), ñîäåðæàùèå
ïåðåìåííûå Õð,Õh ,…, Õq, èñêëþ÷àåì èç äàëüíåéøåãî àíàëèçà.

Øàã 2. Ïðîâåðÿåì â ïîëó÷åííîé ôóíêöèè f = Õð·Õh·…·Õq·f(Õ1,
Õ2 ,…, Õn) âñòðå÷àþòñÿ ëè îñòàâøèåñÿ ïåðåìåííûå ïî îäíîìó ðà-
çó èëè íåò; åñëè äà, òî ïîëó÷åíî ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïî-
êðûòèå, â êîòîðîå âõîäÿò âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåí-
íûì Õð·Õh·…·Õq, âûáèðàåìûì ïî îäíîé èç êàæäîãî îñòàâøåãîñÿ
äèçúþíêòà, è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó; åñëè íåò, òî ïåðåõî-
äèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Øàã 3. Ïîëó÷åííûå ôóíêöèè f = Õð·Õh·…·Õq·f(Õ1,Õ2 ,…, Õn) óì-
íîæàåì ïîî÷åðåäíî íà ïåðåìåííûå Õi, îñòàâøèåñÿ â f(Õ1,Õ2 ,…,
Õn), è èñêëþ÷àåì ïðè ýòîì äèçúþíêòû, ñîäåðæàùèå Õj, èç àíàëè-
çà. Åñëè èõ q, òî ïîëó÷àåì q òàêèõ ôóíêöèé {f1, f2 ,…, f q} è äëÿ

êàæäîé ôóíêöèè âû÷èñëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð hq = 1
1( ,j

ih 

2
2,..., )njj

i i n qh h   è åãî âåñîâóþ õàðàêòåðèñòèêó 
1

n

q i
i

V j


  .

Øàã 4. Ñðåäè ïîëó÷åííûõ ôóíêöèé âûáèðàåì ôóíêöèþ fq ñ
ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì âåñîâîé õàðàêòåðèñòèêè è ïåðåõîäèì ê
øàãó 1. Åñëè æå ïðè ýòîì âñå âåñîâûå õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèé
îêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè, òî âûáèðàåì ëþáóþ èç íèõ.

Äàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ æàäíûì àëãîðèòìîì, êîòîðûé
ñòðîèò ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå â ãðàôå G(X, E), çà-
äàííîì â âèäå êîíúþíêòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû Â.

Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà, êîãäà ìû ïîëàãàåì Õi = 1, ïî-
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ÕðÕk, …, Õñ, êîòîðîå ïîãëîùàåò âñå äèçú-
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þíêòû, ñîäåðæàùèå ýòè ïåðåìåííûå. Ýòî ýêâèâàëåíòíî óäàëå-
íèþ èç ãðàôà âåðøèí (i, ð, k, …, ñ) è èíöèäåíòíûõ èì ðåáåð.

Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî ãðàôà âîç-

ìîæíû äâà âàðèàíòà: âíîâü ïîëó÷åííûé ïîäãðàô ìîæåò ñîäåð-

æàòü âèñÿ÷èå âåðøèíû èëè íåò. Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè.

1. Åñëè ïîäãðàô ñîäåðæèò âèñÿ÷óþ âåðøèíó, òî, âêëþ÷àÿ åå

â ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå è óäàëÿÿ èç ãðàôà âìåñòå ñ èíöèäåíò-

íûìè åé ðåáðàìè, ïîëó÷àåì íîâûé ïîäãðàô. Åñëè â ïðîöåññå

ïðåîáðàçîâàíèÿ êàæäûé ðàç ïîëó÷àåì ïîäãðàô ñ âèñÿ÷èìè âåð-

øèíàìè, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 3.2 ìèíèìàëüíîå

âåðøèííîå ïîêðûòèå èñõîäíîãî ãðàôà ïîëó÷èì â õóäøåì ñëó÷àå

çà n øàãîâ. Òàê, åñëè èñõîäíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ñîäåð-

æàùèì n ÿðóñîâ è èìåþùèì øèðèíó (ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå

êîëè÷åñòâî âåðøèí íà ÿðóñå äåðåâà), ðàâíóþ h, òî äàííàÿ ñòðà-

òåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ â ïîêðûòèå âåðøèí, ñìåæ-

íûõ ñ âèñÿ÷èìè, ïîçâîëèò ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå

ïîêðûòèå äåðåâà çà Î(hn) øàãîâ.

2. Â ñëó÷àå, åñëè ïîñëå óäàëåíèÿ âåðøèí (i, ð, k,…, ñ) è ðå-

áåð, èì èíöèäåíòíûì, ïîëó÷àåì ïîäãðàô, íå ñîäåðæàùèé âèñÿ-

÷èõ âåðøèí, ìîæíî âûäåëèòü òðè âàðèàíòà: äâà ïðåäåëüíûõ ñëó-

÷àÿ – ïîëó÷àåìûé ïîäãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñâÿçíîé êîìïîíåíòîé

èëè îáðàçóåò ïðîñòîé öèêë íà îñòàâøåìñÿ ìíîæåñòâå âåðøèí:

îïòèìàëüíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà â ýòèõ êðàéíèõ ñëó÷àÿõ î÷å-

âèäíà, è ïðîìåæóòî÷íûé âàðèàíò – ïîäãðàô íå èìååò âèñÿ÷èõ

âåðøèí è ñòåïåíè åãî âåðøèí ïðîèçâîëüíû. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ

îïòèìàëüíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà â ýòîì ñëó÷àå äîêàæåì ñëå-

äóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 3.2. Åñëè, ïîëàãàÿ Õj = 1, ïîëó÷àåì ñâÿçêó ñòîëáöîâ

{q}j
*, ïîêðûâàþùèõ ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñòðîê â ìàòðèöå Â,

òî ïðèìåíåíèå ê íåé ïðîöåäóðû À ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ ìè-
íèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ìàòðèöû Â.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ, ïðè-
íàäëåæàùåå {q}j

*, ïîêðûâàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå èç âñåõ ñâÿ-
çîê ñòîëáöîâ êîëè÷åñòâî ñòðîê l, à îñòàâøèåñÿ (m — l) còðîê ÿâ-
ëÿþòñÿ íåïîêðûòûìè. Ïðîöåäóðà À, äîáàâëÿþùàÿ êîëè÷åñòâî
ñòîëáöîâ äî ïîëíîãî ïîêðûòèÿ ñòðîê ìàòðèöû Â, ÿâëÿåòñÿ ïðî-
öåäóðîé, êîòîðàÿ íà êàæäîì øàãå äîáàâëÿåò â ïîêðûòèå ñòîëáåö,
ïîêðûâàþùèé ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ñòðîê èç íåïîêðûòûõ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ê ñòîëáöàì {q}j

* äîáàâèòñÿ ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-
ñòâî ñòîëáöîâ {ð}. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïîêðûòèå, ñîñòîÿ-

ùåå èç ìíîæåñòâà ñòîëáöîâ {q}j
*  {ð}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî íå



3.3. Задача минимизации вычислительных ресурсов в РВС

109

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì, íî òàê
êàê êîëè÷åñòâî äîáàâëåííûõ äî
ïîëíîãî ïîêðûòèÿ ñòîëáöîâ {ð}
ïðîöåäóðîé À ìèíèìàëüíî, ïî-
ñëåäíåå âîçìîæíî, åñëè ñóùåñò-
âóåò ñâÿçêà ñòîëáöîâ, à ñâÿçêó
ñòîëáöîâ {q}j ïîêðûâàåò êîëè÷å-
ñòâî ñòðîê k > l. Ýòî ïðîòèâîðå-
÷èò ïåðâîíà÷àëüíîìó ïðåäïîëî-
æåíèþ î òîì, ÷òî {q}j

* ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíîé ñâÿçêîé ñòîëáöîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæå-
íèå íåâåðíî è ìíîæåñòâî ñòîëá-
öîâ îáðàçóåò ìèíèìàëüíîå ïî-
êðûòèå ìàòðèöû Â ãðàôà G(X, E).

Ïîòåðÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîöåäóðîé À èìååò ìåñòî â

ñëó÷àå, êîãäà âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé âåñîâûå õàðàêòå-

ðèñòèêè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé fq â ïðîöåäóðå À îäèíàêîâû (âû-

áèðàåòñÿ ëþáàÿ èç íèõ). Îäíàêî âîçíèêíîâåíèå òàêîé ñèòóàöèè

âîçìîæíî â îñíîâíîì íà îäíîðîäíûõ ãðàôàõ, ÷òî â çàäà÷àõ ïëà-

íèðîâàíèÿ ðåñóðñîâ â ÐÂÑ âñòðå÷àåòñÿ äîâîëüíî ðåäêî.

Ïðîöåäóðà À ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà íå òîëüêî äëÿ áóëåâûõ

ìàòðèö, êîòîðûå çàäàþò íåêîòîðûé ãðàô G(X, E), íî è äëÿ ïðî-

èçâîëüíûõ áóëåâûõ ìàòðèö.

Ïðèìåð 3.1. Îïðåäåëèì ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå â

ãðàôå, ïðèâåäåííîì íà ðèñ. 3.8.

Ñòðîèì áóëåâóþ ôóíêöèþ ãðàôà:

1 2 1 3 1 5 2 3 2 3 4 4 5 56 6( )( )( )( )( )( )( )( )f x x x x x x x x x x x x x x x x         .

Îïðåäåëÿåì, åñòü ëè ïåðåìåííûå, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ îäèí
ðàç. Åñëè äà, òî óìíîæàåì ôóíêöèþ íà ýòó ïåðåìåííóþ, èíà÷å
âûïèñûâàåì âñå ôóíêöèè, óìíîæåííûå ïîî÷åðåäíî íà âñå ïå-
ðåìåííûå, ïðèñóòñòâóþùèå â íåé. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåì âåê-
òîðû, õàðàêòåðèçóþùèå äàííûå ôóíêöèè, è èõ âåñîâûå õàðàê-
òåðèñòèêè:

1 1 2 3 2 3 4 4 5 56 6( )( )( )( )( )f x x x x x x x x x x x      ;

h1 = (22,13,24,25,26); V1 = 9;

2 2 1 3 1 5 3 4 4 5 5 6( )( )( )( )( )f x x x x x x x x x x x      ;

h2 = (21,23,24,35,16); V2 = 10;

Ðèñ. 3.8. Ãðàô G
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3 3 1 5 2 4 5 56 6( )( )( )( )f x x x x x x x x x     ;

h3  = (21,22,14,25,26); V3 = 9;

4 4 1 2 1 3 1 5 2 3 2 3 5 6( )( )( )( )( )( )f x x x x x x x x x x x x x       ;

h4 = (31,32,23,25,26); V2 = 12;

5 5 1 2 1 3 2 3 2 3 46( )( )( )( )( )f x x x x x x x x x x x      ;

h 5 =  (31,22,23,14,16); V5 = 9*;

1 2 1 3 1 5 2 3 3 4 4 56 6 ( )( )( )( )( )( )f x x x x x x x x x x x x x       ;

h6 = (31,22,33,24,25); V5 = 12.

Èç ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèé âûáèðàåì òó, â êî-
òîðîé ñóììàðíàÿ âåñîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà âåêòîðà ìèíèìàëüíà –
ôóíêöèþ f5. Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèè äëÿ f5 ïåðåìåííàÿ õ4 âñòðå-
÷àåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç, òî, óìíîæàÿ f5 íà ïåðåìåííóþ, ñîñåä-
íþþ ñ íåé – ýòî õ3,  ïîëó÷àåì

53 5 3 1 2 2 6( )( )f x x x x x x   .

Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèè äëÿ f53 ïåðåìåííûå õ6 è õ1 âñòðå÷à-
þòñÿ òîëüêî îäèí ðàç, òî óìíîæàåì f5 íà ïåðåìåííóþ, ñîñåäíþþ
ñ íåé – (õ2), è ïîëó÷àåì

532 5 3 2f x x x .

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà íà
ðèñ. 3.8 îáðàçóþò âåðøèíû {2, 3, 5}.

3.4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ АЛГОРИТМА
ОПРЕДЕЛЕНИЯ МИНИМАЛЬНОГО ЧИСЛА КЛАСТЕРОВ

НА ОСНОВЕ ЗНВП

Èññëåäîâàíèå âðåìåííîé ñëîæíîñòè ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèò-
ìà ïðîâîäèëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ ñ ðàçëè÷íûìè ïëîòíîñ-
òÿìè ðåáåð â ãðàôå. Ïëîòíîñòü èçìåíÿëàñü â äèàïàçîíå îò 0,1 äî
0,5, à êîëè÷åñòâî âåðøèí – â äèàïàçîíå îò 4 äî 100. Ãðàôèêè
çàâèñèìîñòè êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé (ÝÎ) îò êîëè-
÷åñòâà âåðøèí â ãðàôå ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.9–3.16. Êàê ñëåäóåò
èç ãðàôèêîâ, âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ ìè-
íèìàëüíûõ âåðøèííûõ ïîêðûòèé â ãðàôå â ñðåäíåì íå ïðåâû-
øàåò Î(0,9n3). Âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿò-
íîñòüþ 0,95, ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü ðåøåíèé íå ïðåâûøàëà 2–
8 %, à ïðîöåíò íåòî÷íûõ ðåøåíèé – íå áîëåå 20 %. Äëÿ ñðàâíå-
íèÿ èñïîëüçîâàíû ðàíãîâûé ìåòîä è ìåòîä èñêëþ÷åíèé [10].



3.4. Экспериментальное исследование алгоритма…

111

Ðèñ. 3.9. Çàâèñèìîñòü ïî-
ãðåøíîñòè àëãîðèòìà îò
êîëè÷åñòâà âåðøèí â ãðà-
ôå ïðè ðàçíîé ïëîòíîñòè
ðåáåð â ãðàôå

Ðèñ. 3.10. Çàâèñèìîñòü ïî-
ãðåøíîñòè àëãîðèòìà îò
ïëîòíîñòè ðåáåð â ãðàôå
ïðè ðàçíîì êîëè÷åñòâå
âåðøèí â ãðàôå

Ðèñ. 3.11. Çàâèñèìîñòü ñðåä-
íåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ
àëãîðèòìà (ÐÌ – ðàíãîâûé
ìåòîä, ÌÈ – ìåòîä èñêëþ-
÷åíèé) îò êîëè÷åñòâà âåð-
øèí â ãðàôå
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Ðèñ. 3.12. Çàâèñèìîñòü ñðåä-
íåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ
àëãîðèòìà (ÐÌ – ðàíãîâûé
ìåòîä, ÌÈ – ìåòîä èñêëþ-
÷åíèé) îò êîëè÷åñòâà âåð-
øèí â ãðàôå

Ðèñ. 3.13. Çàâèñèìîñòü ñðåä-
íåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ
àëãîðèòìà (ÐÌ – ðàíãî-
âûé ìåòîä, ÌÈ – ìåòîä
èñêëþ÷åíèé) îò ïëîòíîñòè
ãðàôà

Ðèñ. 3.14. Çàâèñèìîñòü ÷èñ-
ëà îïåðàöèé ðàíãîâîãî ìå-
òîäà (ÐÌ) è ìåòîäà èñ-
êëþ÷åíèé (ÌÈ) îò ïëîò-
íîñòè ãðàôà
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Ðèñ. 3.15. Çàâèñèìîñòü
÷èñëà îïåðàöèé ðàíãî-
âîãî ìåòîäà (ÐÌ) è ìå-
òîäà èñêëþ÷åíèé (ÌÈ)
îò êîëè÷åñòâà âåðøèí â
ãðàôå

Ðèñ. 3.16. Çàâèñèìîñòü
÷èñëà îïåðàöèé ðàíãî-
âîãî ìåòîäà (ÐÌ) è ìå-
òîäà èñêëþ÷åíèé (ÌÈ)
îò ïëîòíîñòè ãðàôà

3.5. ПОСТРОЕНИЕ ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫХ
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ НА ОСНОВЕ

ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ОБОБЩЕННЫХ ПРОЦЕДУР

Ïðåæäå ÷åì îáñóæäàòü ïðîáëåìó, íóæíî îïðåäåëèòüñÿ ñ òåì,
÷òî áóäåì âêëàäûâàòü â ïîíÿòèå «èíòåëëåêòóàëüíàÿ âû÷èñëèòåëü-
íàÿ ñèñòåìà» [26]. Îäèí èç èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû â ïðîöåññå îáùåíèÿ ñ ñèñòåìîé ïðåäëàãàåòñÿ âûÿñíèòü,
îáùàåòåñü ëè Âû ñ ÷åëîâåêîì èëè âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìîé, è
åñëè ýòî íå óäàåòñÿ óñòàíîâèòü, òî ïðîèñõîäèò îáùåíèå ñ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñèñòåìîé. Òàêóþ ñèñòåìó íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êàê
èíòåëëåêòóàëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñèñòåìó. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä
ê ïîñòðîåíèþ èíòåëëåêòóàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì íå êîí-
ñòðóêòèâåí. Ïîýòîìó ïîýòàïíî êîíêðåòèçèðóåì äàííîå ïîíÿòèå.

Ïóñòü èìååòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà (ÂÑ), â êîòîðóþ ââå-
äåíà íåêîòîðàÿ òåîðèÿ, – â âèäå ïðîãðàìì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
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ðàìêàõ äàííîé òåîðèè èçâåñòíî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Ì èñ-
òèííûõ âûñêàçûâàíèé â âèäå òåîðåì. Åñëè ÂÑ ñìîæåò âûäàòü
íàì íîâîå èñòèííîå âûñêàçûâàíèå l   Ì, òî áóäåì íàçûâàòü òà-
êóþ ÂÑ èíòåëëåêòóàëüíîé, à ñïîñîáíîñòü ÂÑ ïåðå÷èñëÿòü èñ-
òèííûå âûñêàçûâàíèÿ {li}, ïðèíàäëåæàùèå è íå ïðèíàäëåæàùèå
Ì, – èíòåëëåêòóàëüíîé ñïîñîáíîñòüþ ÂÑ.

ÂÑ, îáëàäàþùóþ èíòåëëåêòóàëüíîé ñïîñîáíîñòüþ, îòíåñåì ê
èíòåëëåêòóàëüíûì ñèñòåìàì 1-ãî óðîâíÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
ÂÑ ââîäèòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà è
ÂÑ ïåðå÷èñëÿåò èñòèííûå âûñêàçûâàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå òðå-
áóåìûì çíà÷åíèÿì ââåäåííûõ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà. Òàêóþ ÂÑ
áóäåì íàçûâàòü èíòåëëåêòóàëüíîé ñèñòåìîé 2-ãî óðîâíÿ. Åñëè íà
îñíîâå ÂÑ 2-ãî óðîâíÿ ïîñòðîèòü ñàìîâîñïðîèçâîäÿùóþ ÂÑ, òî
íàçîâåì åå èíòåëëåêòóàëüíîé ñèñòåìîé 3-ãî óðîâíÿ, à åñëè â
ïðîöåññå ñàìîâîñïðîèçâåäåíèÿ ÂÑ ñàìà âûáèðàåò ïîêàçàòåëü
êà÷åñòâà è åãî çíà÷åíèå, òî òàêóþ ÂÑ áóäåì íàçûâàòü èíòåëëåê-
òóàëüíîé ñèñòåìîé 4-ãî óðîâíÿ. Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ïî-
ñòðîåíèÿ ÂÑ ðàçëè÷íûõ óðîâíåé.

Â ìàòåìàòèêå èñòèííîñòü âûñêàçûâàíèé è ñïðàâåäëèâîñòü
òåîðåì îñíîâûâàåòñÿ íà ïîíÿòèè «äîêàçàòåëüñòâî». Õîòÿ òåðìèí
«äîêàçàòåëüñòâî» ÿâëÿåòñÿ åäâà ëè íå ñàìûì ãëàâíûì â ìàòåìà-
òèêå, îíî íå èìååò òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïîíÿòèå «äîêàçàòåëü-
ñòâî» âî âñåé ñâîåé ïîëíîòå ïðèíàäëåæèò ìàòåìàòèêå íå áîëåå,
÷åì ïñèõîëîãèè. Âåäü «äîêàçàòåëüñòâî» ýòî ïðîñòî ðàññóæäåíèå,
óáåæäàþùåå íàñ íàñòîëüêî, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ ìû ãîòîâû óáåæ-
äàòü äðóãèõ. Òåì íå ìåíåå, åñëè òåîðèÿ íå ïðîòèâîðå÷èâà, à ñèñ-
òåìà ôóíêöèîíàëüíî ïîëíà, òî ìåòîä ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè è ìåòîä ðàññóæäåíèÿ îò ïðîòèâíîãî ÿâëÿþòñÿ îáùå-
ïðèíÿòûìè ñðåäñòâàìè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì. Äëÿ áîëüøåé îï-
ðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî – ýòî îïðåäå-
ëåíèå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà À òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè âûñêàçûâàíèå
èñòèííûì èëè ëîæíûì. Òîãäà ïðîöåññ ïåðå÷èñëåíèÿ èñòèííûõ
âûñêàçûâàíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ íå-
êîòîðîé òåîðèè Ò, ñîñòîÿùåé èç íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà èñ-
òèííûõ âûñêàçûâàíèé, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ íåêîòîðîãî àëôà-
âèòà L, íà îñíîâå êîòîðîãî ôîðìèðóþòñÿ ñëîâà, îáðàçóþùèå âû-
ñêàçûâàíèÿ. Àëôàâèò L ñîñòîèò èç áóêâ {li}, êîòîðûå ïî îïðåäå-
ëåííûì ïðàâèëàì R0 îáúåäèíÿþòñÿ â ñëîâà, à ñëîâà ïî ïðàâèëàì
R1 îáúåäèíÿþòñÿ â âûñêàçûâàíèÿ. Ñèñòåìà âûñêàçûâàíèé, îáúå-
äèíåííàÿ ïðàâèëàìè R2, îáðàçóåò òåîðèþ Ò. Ôàêòè÷åñêè ÷åòâåð-
êà < A, R0, R1, R2> îáðàçóåò äåäóêòèêó íàä àëôàâèòîì L, êîòîðàÿ
ýêâèâàëåíòíà òðîéêå <S, D, > â òåîðåìå Ãåäåëÿ î ïðîòèâîðå÷è-
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âîñòè äåäóêòèêè, ãäå S – àëôàâèò äîêàçàòåëüñòâ, D – ïîäìíîæåñ-
òâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äîêàçàòåëüñòâà,  – ôóíêöèÿ
âûäåëåíèÿ äîêàçàííîãî. Ðàññìîòðèì òåîðåìû Ãåäåëÿ î ïðîòèâî-
ðå÷èâîñòè äåäóêòèêè.

Òåîðåìà 3.3. Åñëè Ò – ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî, òî äëÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé ïàðû <L,T> ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëíóþ è íåïðîòè-
âîðå÷èâóþ äåäóêòèêó.

Òåîðåìà 3.4. Åñëè ïîñðåäñòâîì ôóíäàìåíòàëüíîé ïàðû <L,T>
âûðàçèìà ïðèíàäëåæíîñòü õîòÿ áû ê îäíîìó íå ïåðå÷èñëèìîìó
ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî äëÿ <L,T> íå ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü ïîëíîé íåïðîòèâîðå÷èâîé äåäóêòèêè.

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.4, ïîÿâëåíèå áåñêîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì ïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè. Ïîä ïðî-
òèâîðå÷èâîñòüþ ïîíèìàåòñÿ íàëè÷èå óòâåðæäåíèé â ðàìêàõ îä-
íîé òåîðèè, êîòîðûå íåëüçÿ íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü. Îò-
ìåòèì, ÷òî òåîðèÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, îñíîâàííàÿ Êàíòîðîì
è ðàçâèòàÿ â äàëüíåéøåì â ðàáîòàõ Áîðåëÿ, Øâàðöà, Ëåáåãà, Ëó-
çèíà, Óðûñîíà, Öåðìåëî, Ôðåíêåëÿ, Áðàóýðà, Ãèëüáåðòà, èçîáè-
ëóåò ïðîòèâîðå÷èÿìè è ïàðàäîêñàìè. Â áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ
ïîíÿòèÿ «èñòèííî» è «ëîæíî» íóæíî èñïîëüçîâàòü î÷åíü îñòî-
ðîæíî. Áðàóýð áîëåå ðàäèêàëåí è ñ÷èòàåò, ÷òî â ñóæäåíèÿõ, ïî-
ëó÷åííûõ ñ ïðèâëå÷åíèåì àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè, ïîíÿòèå
«èñòèííî» èëè «ëîæíî» íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü.

Èç òåîðåìû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ îáúåêòîâ, îòíîñÿ-
ùèõñÿ ê êîíñòðóêòèâíûì, äåäóêòèêè ïîëíû è ðàçðåøèìû. Â ðà-
áîòàõ À.Í. Êîëìîãîðîâà ââåäåíû êîìïëåêñû íà îñíîâå ïîíÿòèÿ
êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì ïîä êîíñòðóêòèâíûì îáúåê-
òîì ïîíèìàþòñÿ îáúåêòû, î êîòîðûõ ìîæíî ìûñëèòü, íå ïðèâëåêàÿ
àáñòðàêöèè «àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè», ò. å. îáúåêò ìîæåò áûòü
ïðåäúÿâëåí öåëèêîì. Âìåñòî òåðìèíà «êîíñòðóêòèâíûé îáúåêò»
À.Í. Êîëìîãîðîâ ÷àñòî óïîòðåáëÿë òåðìèí «ñîñòîÿíèå» àëãîðèò-
ìè÷åñêîãî ïðîöåññà. Âñå êîíñòðóêòèâíûå îáúåêòû ìîãóò áûòü
çàäàíû êîíå÷íûìè ãðàôàìè, ÷òî ñîáñòâåííî è ïðåäñòàâëÿþò
êîìïëåêñû Êîëìîãîðîâà.

Формализация задачи

Â îáùåì ñëó÷àå êîíñòðóêòèâíûé îáúåêò ñîñòîèò èç êîíå÷-
íîãî ìíîæåñòâà áàçîâûõ ýëåìåíòîâ L = {li} ìîùíîñòè W, èç êî-
òîðîãî íà îñíîâå ïðàâèë Rð îí ìîæåò ñòðîèòüñÿ, ñîñòîÿ èç r áà-

çîâûõ ýëåìåíòîâ, ãäå r  W. Â ïðèíöèïå ñàì áàçîâûé ýëåìåíò
ìîæåò áûòü ñëîæíî óñòðîåí è ñîñòîÿòü èç {li} ýëåìåíòîâ, îáúåäè-
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íåííûõ ìåæäó ñîáîé ïî ïðàâèëàì Rð—1. Ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî ïðàâèëà Rð è Rð—1 è îòíîøåíèÿ, îïðåäåëåííûå âíóòðè ýòèõ
ïðàâèë, ñòðîãî îïðåäåëåíû è íå âíîñÿò íè êàêèõ íåîïðåäåëåí-
íîñòåé â ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ.
Ñëîæíîñòü óñòðîéñòâà áàçîâûõ ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ñêîëü
óãîäíî áîëüøîé, íî êîíå÷íîé, ò. å. ìîæíî âûäåëèòü ïåðâè÷íîå
ìíîæåñòâî {li

0} áàçîâûõ ýëåìåíòîâ ìîùíîñòè W0, èç êîòîðûõ ïî
ïðàâèëàì R = (R0, R1, R2 ,…,  Rn) ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ïðîèç-
âîëüíûé êîíñòðóêòèâíûé îáúåêò. Åñëè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíñò-
ðóêòèâíîãî îáúåêòà ïðèâëåêàþòñÿ ïðàâèëà R0, R1, R2 ,…,  Rk, òî
áóäåì  ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñòðîåííûé êîíñòðóêòèâíûé îáúåêò èìååò
ñëîæíîñòü k. Êàæäîìó áàçîâîìó ýëåìåíòó {li} ïîñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå (m + 1)-ó âåñîâóþ õàðàêòåðèñòèêó, îïðåäåëÿåìóþ ïî ïðàâè-
ëàì Rv, êîòîðûå òîæå äîëæíû áûòü êîíå÷íû, ñòðîãî îïðåäåëåíû
è ïîçâîëÿòü îïðåäåëÿòü âåñîâûå õàðàêòåðèñòèêè ïîðîæäåííûõ
êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ ëþáîé ñëîæíîñòè k. Òàêèì îáðàçîì,
êîíñòðóêòèâíûé îáúåêò ñëîæíîñòè k òîæå õàðàêòåðèçóåòñÿ (m +
+ 1)-é âåñîâîé õàðàêòåðèñòèêîé. Îäíó âåñîâóþ õàðàêòåðèñòèêó
áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíîé, à îñòàëüíûå m – âñïîìîãàòåëüíûìè, è
â îáùåì ñëó÷àå íà íèõ ìîãóò íàëàãàòüñÿ îãðàíè÷åíèÿ.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ îáúåêòîâ, êîòîðîå ìîæíî ïîñòðî-

èòü íà îñíîâå áàçîâûõ ýëåìåíòîâ {li}, ÷åðåç . Òîãäà ïîäìíîæå-

ñòâî îáúåêòîâ 
l  , êîòîðîå ìîæíî ïîñòðîèòü, èñïîëüçóÿ ïðà-

âèëà R è Rv, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì íà âñïîìîãàòåëü-
íûå m õàðàêòåðèñòèê, áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâîì êîíñòðóê-
òèâíûõ îáúåêòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó v. Ïîñòðîèì ãðàô
G 1, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò áàçîâûì ýëåìåíòàì {li

0},
êîòîðûå ñîåäèíåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè R0. Åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàòü áàçîâûå ýëåìåíòû êàê áóêâû íåêîòîðîãî àëôàâèòà L,
òî ñàìè îáúåêòû, ïîñòðîåííûå ïî ïðàâèëàì R0, ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ñëîâà àëôàâèòà L. Äàëåå ïîñòðîèâ ìíîæåñòâî âñåõ
ñëîâ {li

1} íà îñíîâå ãðàôà G 0 è ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê íîâîå áàçî-
âîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {li

1}, ïîñòðîèì, àíàëîãè÷íî èñïîëüçóÿ
ïðàâèëà R1, ãðàô G 2, â êîòîðîì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóåò ìíîæå-
ñòâî âîçìîæíûõ âûñêàçûâàíèé {li

2}. Ñíîâà èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâî
âûñêàçûâàíèé êàê áàçîâûå ýëåìåíòû è ïðàâèëà R 2, ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ãðàô G 3, â êîòîðîì ìíîæåñòâà {li

3} îáðàçóþò ìíîæåñòâà
òåîðèé. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ: G 0, G 1, G 2, G 3, G 4 ,…, G n, êîòîðûå ñîîò-
âåòñòâóþò òåîðèÿì ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè. Â äàííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ãðàôîâ ãðàô G 0 ñîîòâåòñòâóåò àëôàâèòó, ãðàô G 1 –
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ñëîâàðþ íåêîòîðîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè, a ãðàôû G i ïðè i  2 –
òåîðèÿì ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè.

Ïîñòðîèì àëãîðèòì Â, ïîçâîëÿþùèé ôîðìèðîâàòü ãðàôû G i

èç èñõîäíûõ áàçîâûõ ýëåìåíòîâ. Â îáùåì ñëó÷àå îáúåêò ìîæåò
áûòü ïðîèçâîëüíûì, íî äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî êîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî ýëåìåíòîâ ( )i    èëè ïîäìíîæåñòâà Li   è ïðàâèëà

R, ïîçâîëÿþùèå ôîðìèðîâàòü îáúåêòû èç èñõîäíûõ ýëåìåíòîâ,

èëè ïîäìíîæåñòâ Li, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó .

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà  íà ñåìåéñòâå

ïîäìíîæåñòâ {Li} òàêîå, ÷òî iL    è Li îïèñûâàþò èíòåðå-

ñóþùèå íàñ îáúåêòû, ñîñòîÿùèå èç áàçîâûõ ýëåìåíòîâ {li} òàêèõ,

÷òî iL   , è ïðàâèëî R, ïîçâîëÿþùåå èç áàçîâûõ ýëåìåíòîâ

îïðåäåëÿòü âåñîâûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîëüíûõ îáúåäèíåíèé

Lk   Lð  , õàðàêòåðèçóþùèå ñâîéñòâà {v}. Òðåáóåòñÿ îïðåäå-

ëèòü îáúåêò ñî ñâîéñòâîì v*  {v}. Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî âñåõ
âîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé ïîäìíîæåñòâ Li â âèäå ãðàôà D (ñì.
ðèñ. 3.4) c ïàðàëëåëüíî ÿðóñíîé ñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùåé èç n ãî-
ðèçîíòàëüíûõ ëèíååê ñ âåðøèíàìè 1, 2, …, n è n ÿðóñàìè, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ãðàôà D, ïðè ýòîì êàæ-
äîé âåðøèíå ãðàôà D ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áàçîâûé ýëåìåíò li.

Обобщенная процедура А0

Øàã 1. Èç âåðøèíû S ñòðîèì ïóòè ðàíãà r = 1, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå ïðàâèëàì R, è â ñîîòâåòñòâèè ñ íèìè îïðåäåëÿåì èõ âå-
ñîâûå õàðàêòåðèñòèêè.

Øàã 2. Íà îñíîâå ïóòåé òåêóùåãî ðàíãà r ñòðîèì âñå âîç-
ìîæíûå ïóòè ñëåäóþùåãî ðàíãà r = r + 1, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðà-
âèëàì R, íà îñíîâå ñëåäóþùåãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ:

1

( ( , ))

min (max){ ( , )} ; (1, ) ; (1, );
r

j sj

r r
SP sj

d m j p
m j p j n p n j p


      ,

ãäå âåñîâûå õàðàêòåðèñòèêè dl îáúåêòîâ îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ïðàâèëàìè Ð R.

Øàã 3. Ïðîâåðÿåì ïîäìíîæåñòâà r
sjm  òåêóùåãî ðàíãà r, ïóñòû

èëè íåò, åñëè íåò, òî ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ øàãà 2; èíà÷å
ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, à èç ïîëó÷åííûõ ëîêàëüíûõ ýêñ-
òðåìóìîâ íà âñåõ ðàíãàõ âûáèðàåòñÿ ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì.

Â çàâèñèìîñòè îò èíòåðåñóþùèõ ñâîéñòâ îáúåêòîâ è ïðàâèë

R ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü â ðàáîòå ïðîöåäóðû 0À  äî
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äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ ðàíãà r = k, íà-
ïðèìåð, åñëè îáúåêòîì ïîèñêà ÿâëÿåòñÿ êëèêà ìàêñèìàëüíîãî
âåñà, ìîùíîñòü êîòîðîé íå ïðåâûøàåò (íå äîëæíà ïðåâûøàòü)
çíà÷åíèÿ k. Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå â ïîäìíîæåñòâàõ

; (1, )r
sjm j n  âîçìîæíî ïîÿâëåíèå îäèíàêîâûõ ïóòåé è äóáëè-

ðóþùèå ïóòè â ýòèõ ïîäìíîæåñòâàõ ìîæíî óäàëÿòü è, êðîìå òî-
ãî, óäàëÿòü èõ íà ÿðóñàõ.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûÿñíèòü, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïðîöåäóðà
ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü òî÷íîå èëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
îïðåäåëåíèÿ îáúåêòà Lj ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì , ñâÿçàííûì ñ
ìèíèìèçàöèåé èëè ìàêñèìèçàöèåé âåñîâîé õàðàêòåðèñòèêè îáú-
åêòà Lj. Äëÿ ýòîãî áîëåå ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðóåì ïðîöåññ ïå-
ðåõîäà îò èñõîäíîãî ãðàôà G(V,E) c ìíîæåñòâîì âåðøèí, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ áàçîâûì ýëåìåíòàì, èç êîòîðûõ ïî ïðàâèëàì R â
ãðàôå G(V,E) ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû èíòåðåñóþùèå íàñ îáúåêòû.
Îñîáåííîñòüþ îòîáðàæåíèÿ ãðàôà G(V,E) â D ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
åñëè àíàëèçèðóåòñÿ êîíêðåòíûé îáúåêò Lj â G(V,E), òî åìó â ãðàôå

D ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ïóòü r
sj , ïîñòðîåííûé íà òîì æå

ìíîæåñòâå âåðøèí, ÷òî è îáúåêò â G(V,E). Ïðè ýòîì äëÿ îöåíêè

äëèíû ïóòè r
sj  â D èñïîëüçóåòñÿ âåñîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà îáúåêòà

Lj â G(V,E), è ìíîæåñòâà ïóòåé â ãðàôàõ D è G(V,E) ñîâïàäàþò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåêòàìè â G(V,E) ÿâëÿþòñÿ ñàìè ïóòè ãðà-
ôà G(V,E), òîãäà îòîáðàæåíèå ãðàôà G(V,E) åñòü îòîáðàæåíèå íà
ñàìîãî ñåáÿ, è ãðàô D â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî ðàíåå, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñòÿíóòîå äåðåâî âñåõ ïóòåé äàííîãî ãðàôà, äëÿ
ïðî÷òåíèÿ êîòîðûõ íà êàæäîé ãîðèçîíòàëüíîé ëèíåéêå ðàçðåøà-
åòñÿ áûâàòü òîëüêî îäèí ðàç. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ýòîì ñëó÷àå
áóäåò ðåøàòüñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ, íàïðèìåð, êðàò÷àéøèõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ïóòåé èëè êðàò÷àéøèõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ íà

îñíîâå ïðîöåäóðû 0À , òî ïåðåõîä ê ãðàôó D òîëüêî óïîðÿäî÷è-

âàåò ïðîöåññ ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé â ãðàôå
çà ñ÷åò èõ ôîðìèðîâàíèÿ íà îñíîâå ïðèâåäåííîãî ðåêóððåíòíîãî
ñîîòíîøåíèÿ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå áóäåò òî÷íûì, åñëè ïðîöåññ ðàáîòû ïðîöåäóðû íå-
ïðåðûâåí, ò. å. â ïðîöåññå åå ðàáîòû ëèáî íå âîçíèêàåò ñèòóàöèé,

êîãäà ìíîæåñòâà r
sjm  = , ëèáî åñëè òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêëà, òî

âñå ïóòè, âåäóùèå â j â ãðàôå G(V,E) ðàíãîâ r + 1, …, r = n, äëèí-
íåå, ÷åì ïóòè, ïîëó÷åííûå â j íà ðàíãå r — 1. Îäíàêî ëåãêî óâè-

äåòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî r
sjm  îêàçàëîñü ïóñòûì íà íåêîòîðîì
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ðàíãå r = q, òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî â âåðøèíó j ñóùåñòâóåò áî-

ëåå äëèííûé, ÷åì ïîñòðîåííûé ïðîöåäóðîé 0À , ïóòü r q
sj
 , ïðî-

äëåíèå êîòîðîãî â äàëüíåéøåì ìîæåò ïîçâîëèòü ïîëó÷èòü áîëåå
êîðîòêèé ãàìèëüòîíîâ ïóòü. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ ôàêòè÷åñêè ÿâëÿ-
åòñÿ êàìíåì ïðåòêíîâåíèÿ ïðè ðåøåíèè âñåõ NP-ïîëíûõ çàäà÷,
è â ýòîì ñëó÷àå ãàðàíòèðîâàíî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå ìîæíî
òîëüêî ïîëíûì ïåðåáîðîì èëè íåÿâíûì ïîëíûì ïåðåáîðîì íà
îñíîâå ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè èñêîìîé çàäà÷è îäíî è òîæå. Èòàê, åñëè ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ãðàôà G(V,E) â D è îáúåêòàìè Lj â G(V,E)
ÿâëÿþòñÿ ñàìè ïóòè ãðàôà, òî ïåðåõîä ê àíàëèçó íà ãðàôå D íå
èçìåíÿåò äàííóþ ñèòóàöèþ, è ìû èìååì òó æå ïðîáëåìó, ÷òî è
ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è íà ãðàôå G(V,E) áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ïðåîáðàçîâàíèé.

Ââåäåì ïðîöåäóðó Â ïðåîáðàçîâàíèÿ îáúåêòîâ {Lj} â ãðàôå D,

ÿâëÿþùóþñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîöåäóðû 0À , èñïîëüçóþùåé âû-

áîð ìèíèìàëüíûõ ïî äëèíå ïóòåé.

Процедура В

Øàã 1. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî R, ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî âñåõ

îáúåêòîâ 2r
jL  , ñîñòîÿùèõ èç r = 2 áàçîâûõ ýëåìåíòîâ ñ âåñàìè

2r
jd  , è âûäåëÿåì îáúåêò * r

jL  ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì * 2r
jd  , åñëè

òàêèõ íåñêîëüêî, òî âûäåëÿåì èõ âñå.

Øàã 2. Íà îñíîâå âûäåëåííîãî îáúåêòà * r
jL  è ïðàâèëà R

ôîðìèðóåì âñå âîçìîæíûå îáúåêòû : 1r r
jL   , ñîñòîÿùèå èç r : = r +

+ 1 áàçîâûõ ýëåìåíòîâ ñ âåñàìè 1r r
jd   , è âûäåëÿåì îáúåêò

* 1r r
jL    ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì * 1r r

jd   ; åñëè òàêèõ íåñêîëüêî, òî

âûäåëÿåì âñå.

Øàã 3. Ïðîâåðÿåì, ìîæíî ëè ïîñòðîèòü íà îñíîâå * r
jL  è

ïðàâèëà R îáúåêòû èç r : = r + 1 áàçîâûõ ýëåìåíòîâ, åñëè íåò, òî
ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, èíà÷å ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ
øàãà 2.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîöåäóðû Â ïîëó÷èì îáúåêòû * 2,r
jL 

* 3,r
jL   …, * ,r k

jL   ñîäåðæàùèå ñîîòâåòñòâåííî ïî 2, ïî 3 è ò. ä. ïî

k áàçîâûõ ýëåìåíòîâ. Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 3.1. Åñëè îáúåêòû {Lj} óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó
Â
ν
, çàêëþ÷àþùåìóñÿ â òîì, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû Â ê ìíî-

æåñòâó {Lj} ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îáúåêòû * 2r
jL  , * 3r

jL  ,…, * r k
jL  , ñî-

äåðæàùèå ñîîòâåòñòâåííî ïî 2, ïî 3 è ò. ä. ïî k áàçîâûõ ýëåìåí-

òîâ ñ ìèíèìàëüíûìè âåñàìè * 1r
jd , òî ïðîöåäóðà 0À  ïîëó÷àåò òî÷-

íîå ðåøåíèå çàäà÷è. Óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñâîéñòâî Â

ν
 âûïîëíÿåòñÿ, è íà îñíîâå ïðîöå-

äóðû 0À  ïîëó÷åí ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ

òî÷íûì ðåøåíèåì, òî ýòî âîçìîæíî â ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóþò

îáúåêòû ** 2r
jL  , ** 3r

jL  ,…, ** r k
jL  , äëèíû êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì ó îáú-

åêòîâ * 2r
jL  , * 3r

jL  ,…, * r k
jL  , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîíà÷àëüíîìó

ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ñâîéñòâî Â
ν
 âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì îá-

ðàçîì, åñëè ñâîéñòâî Â 
ν 
âûïîëíÿåòñÿ, òî ïðîöåäóðà 0À  ïîçâîëèò

ïîëó÷èòü â óñëîâèÿõ íåïðåðûâíîñòè ðàáîòû ïðîöåäóðû òî÷íîå
ðåøåíèå, à åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ, òî – ïðèáëèæåííîå, ïîñêîëüêó
â ýòîì ñëó÷àå ìû ôàêòè÷åñêè ñòàëêèâàåìñÿ ñ ðåøåíèåì NP-ïîë-
íûõ çàäà÷. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà Â

ν
 íàëè-

÷èå ïóñòûõ ìíîæåñòâ r
sjm  ïðè ðàáîòå ïðîöåäóðû 0À  îçíà÷àåò, ÷òî

íà îñíîâå ïðàâèë R ïîñòðîèòü îáúåêò :r r
jL  , ñîäåðæàùèé áàçîâûé

ýëåìåíò j, èëè íåëüçÿ â ïðèíöèïå (ïîñëåäíåå íóæíî îáîñíîâû-
âàòü äëÿ êàæäîé çàäà÷è â îòäåëüíîñòè), èëè æå, ÷òî ñòðîèòü äàí-
íûé ýëåìåíò íå èìååò ñìûñëà, ïîñêîëüêó åãî âåñîâàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà áóäåò ñóùåñòâåííî õóæå òåõ, êîòîðûå ïîñòðîåíû íà ÿðóñå.

Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíîñòü ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû Â ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ
òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáúåêòû {Lj} õàðàêòåðèçóþò-

ñÿ îäíîé âåñîâîé õàðàêòåðèñòèêîé, ïðîöåäóðó 0À  ìîæíî óïðî-

ñòèòü çà ñ÷åò âûäåëåíèÿ íà ÿðóñàõ ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ è
ïîñëåäóþùåãî ôîðìèðîâàíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ïóòåé ñëåäóþùåãî
ðàíãà â ãðàôå D.

Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïðîöåäóðó 0A .

Процедура А0

Øàã 1. Èç âåðøèíû S ñòðîèì ïóòè ðàíãà r = 1, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå ïðàâèëàì R, è â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè R îïðåäåëÿ-
åì èõ âåñîâûå õàðàêòåðèñòèêè.
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Øàã 2. Íà îñíîâå ïóòåé òåêóùåãî ðàíãà r ñòðîèì âñå âîçìîæ-
íûå ïóòè ñëåäóþùåãî ðàíãà r = r + 1, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðàâèëàì
R, íà îñíîâå ñëåäóþùåãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ:

: 1

( ( , ))

min (max){ ( , )} ; (1, ) ; (1, );
r

j sj

r r r
SP sj

d m j p
m j p j n p n j p 


      ,

ãäå âåñîâûå õàðàêòåðèñòèêè dl îáúåêòîâ îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñò-

âèè ñ ïðàâèëàìè Ð  R, ñðåäè êîòîðûõ íà ÿðóñå âûäåëÿåòñÿ ïóòü
*r
sj  ìàêñèìàëüíîé èëè ìèíèìàëüíîé íà ÿðóñå äëèíû è íà åãî îñ-

íîâå ôîðìèðóþòñÿ âñå âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà r : = r + 1 â ãðàôå D.

Øàã 3. Ïðîâåðÿåì ïîäìíîæåñòâà r
sjm  òåêóùåãî ðàíãà r – îíè

ïóñòû èëè íåò; åñëè íåò, òî ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ øàãà 2;
èíà÷å ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, è èç ïîëó÷åííûõ íà ïî-
ñëåäíåì ðàíãå ïóòåé âûáèðàåòñÿ ëó÷øèé (ìàêñèìàëüíûé èëè
ìèíèìàëüíûé) ïî äëèíå ïóòü.

Оценки временной сложности работы обобщенных процедур
при использовании многопроцессорных вычислительных систем

Â ïðîöåäóðå À0, ïðåäñòàâëÿþùåé ïðîöåäóðó ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ
âîçìîæíûõ ïóòåé, êîòîðûå ìîæíî ïîðîäèòü â ãðàôå D, èñïîëü-
çóÿ ïðàâèëà R, è ïðè ýòîì, åñëè ñàìî ïðàâèëî R ïðåäïîëàãàåò
íàëè÷èå ýêñïîíåíöèàëüíîãî êîëè÷åñòâà ôîðìèðóåìûõ îáúåêòîâ,

òî ÷èñëî ïóòåé â ìíîæåñòâàõ r
sjm  áóäåò îò ðàíãà r = 1 äî ðàíãà r =

= n — 1 âîçðàñòàòü ýêñïîíåíöèàëüíî. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ

ïðîöåäóð 0À  è 0A  âîçìîæíî äâà âàðèàíòà: ïåðâûé, êîãäà ÷èñëî

ïóòåé âî ìíîæåñòâàõ âîçðàñòàåò ýêñïîíåíöèàëüíî, è ïðîöåäóðà

0À  ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ïðîöåäóðû Â, â êîòîðîé â êàæäîì ïîä-

ìíîæåñòâå ìîæåò âûäåëÿòüñÿ íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ ýêñòðåìàëü-

íûõ ïóòåé. Âòîðîé – åñëè â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå r
sjm  â ïðî-

öåññå ðàáîòû ïðîöåäóðû 0À  âûäåëÿåòñÿ òîëüêî îäèí (ïðîèçâîëü-

íûé) ýêñòðåìàëüíûé ïóòü, òî ÷èñëî ïóòåé, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ïðî-
öåäóðîé íà êàæäîì ÿðóñå è îáùåå èõ êîëè÷åñòâî – ïîëèíîìèàëü-

íî. Ïîñêîëüêó íà êàæäîì ÿðóñå â ëþáîì ïîäìíîæåñòâå r
sjm  ïðî-

öåäóðà 0À  â ñëó÷àå âûäåëåíèÿ òîëüêî îäíîãî ýêñòðåìàëüíîãî ïó-

òè ñòðîèò íå áîëåå (n — 1) ïóòè, òî íà ÿðóñå ñîîòâåòñòâåííî íå

áîëåå (n — 1)n  n2 ïóòåé. Òàê êàê ÷èñëî ÿðóñîâ â ãðàôå D íå ìî-
æåò ïðåâûøàòü (n — 1), òî îáùåå ÷èñëî ïóòåé, êîòîðîå ïîñòðîèò
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ïðîöåäóðà 0À , äîéäÿ äî ïîñëåäíåãî ÿðóñà, íå ïðåâûñèò (n — 1)n(n —

— 1)  n3 ïóòåé. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåäóðû 0A  êîëè÷åñò-

âî ôîðìèðóåìûõ ïóòåé åùå áîëüøå óìåíüøàåòñÿ, ïîñêîëüêó â

ýòîì ñëó÷àå â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå r
sjm  ôîðìèðóåòñÿ òîëüêî ïî

îäíîìó ïóòè, íà ÿðóñå ôîðìèðóåòñÿ ïî (n — 1) ïóòü, è îáùåå

÷èñëî ïîñòðîåííûõ ïóòåé ïðîöåäóðîé 0A  ïî äîñòèæåíèþ ÿðóñà

(n — 1) íå ïðåâûñèò ÷èñëà (n — 1)n  n2. Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè ïðîöåäóð 0À  è 0A  â êîíêðåòíûõ àëãîðèòìàõ äëÿ

îïðåäåëåíèÿ âðåìåííîé ñëîæíîñòè èõ ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå àëãîðèòìîì íà îïðåäåëåíèÿ âå-
ñîâûõ õàðàêòåðèñòèê ïóòåé è óäîâëåòâîðåíèå ïðàâèëàì R, îïðå-
äåëÿåìûì ñâîéñòâàìè ôîðìèðóåìûõ îáúåêòîâ.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
äëèí ïóòåé è ïðîâåðêè ïðàâèë R, ÷åðåç (ð), òîãäà âðåìåííàÿ
ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ íà îñíîâå äàííûõ ïðîöåäóð íå ïðåâûñèò
ñîîòâåòñòâåííî Î(ðn3) è Î(ðn2). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 3.1 àëãîðèòìû, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå

äàííûõ ïðîöåäóð 0À  è 0A , áóäóò äàâàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå.

Ïîýòîìó äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷è äîëæíà áûòü äàíà îöåí-
êà ïîãðåøíîñòè â ñðåäíåì.

Ïîñêîëüêó ôîðìèðîâàíèå ïóòåé íà ÿðóñàõ â ìíîæåñòâà r
sjm

ìîæíî îñóùåñòâèòü, èñïîëüçóÿ òåõíîëîãèè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ òðó-
äîåìêèõ âû÷èñëåíèé, òî äëÿ n ïðîöåññîðíûõ ýëåìåíòîâ â ñëó÷àå
èõ ðåàëèçàöèè íà ìíîãîÿäåðíîé àðõèòåêòóðå èëè âû÷èñëèòåëü-
íîì êëàñòåðå âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ïðîöåäóð íå ïðåâûñèò ñîîòâåòñòâåííî Î(ðn2) è Î(ðn).

Ââåäåííûå â ïàðàãðàôå 3.1 îáîáùåííûå ïðîöåäóðû À0, À, À
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïóòåé â ãðàôå D ïîçâîëÿþò ïåðå÷èñëÿòü âñå
îáúåêòû ìíîæåñòâà {Lj} ñ èíòåðåñóþùèì íàñ ñâîéñòâîì v*  {v}.
Â çàâèñèìîñòè îò èíòåðåñóþùèõ ñâîéñòâ îáúåêòîâ è ïðàâèë R
ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü â ðàáîòå ïðîöåäóðû À äî äîñ-
òèæåíèÿ íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ ðàíãà r = k. Èñïîëü-
çóÿ ïðîöåäóðû À0, ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì Â ïîðîæäåíèÿ
ãðàôîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè G 0, G 1, G 2, G 3,G 4 ,…, G n.

Алгоритм В

Øàã 1. Íà îñíîâå ïðîöåäóðû À0 ïåðå÷èñëÿåì âñå âîçìîæíûå
îáúåêòû è èñïîëüçóÿ ïðàâèëà R 

0 óäàëÿåì èç ïîëó÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà îáúåêòû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñëîâàìè â ðàññìàòðèâàåìîì ÿçûêå,
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è äàëåå, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà Rn
R, ìîæíî óäàëèòü è ñëîâà, êîòî-

ðûå íå ïðèíàäëåæàò òîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè, äëÿ êîòîðîé áóäåò
ñòðîèòüñÿ òåîðèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ñëîâàðü Q 

ï, ñîñòîÿ-
ùèé èç ìíîæåñòâà ñëîâ {qi}.

Øàã 2. Óñòàíàâëèâàåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ìíîæåñòâîì âåðøèí ãðàôà D è ìíîæåñòâîì ñëîâ {qi}, äëÿ
÷åãî ñëåäóåò ïåðåíóìåðîâàòü âñå ñëîâà â Q 

ï è ïåðâîé âåðøèíå
ãðàôà D ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñëîâî q1, âòîðîé âåðøèíå ãðà-
ôà D – ñëîâî q2 è ò. ä.

Øàã 3. Èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó À, ñòðîèì âñå âîçìîæíûå âû-
ñêàçûâàíèÿ óäîâëåòâîðÿþùèå èíòåðåñóþùåìó íàñ ñâîéñòâó v, ò. å.
ïîëó÷àåì òåîðèþ, îáîçíà÷åííóþ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàê G 2.

Ïîíÿòíî, ÷òî èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Â, ìîæíî ïîñòðîèòü òåî-
ðèþ ëþáîé ñëîæíîñòè k, åñëè ñóùåñòâóþò ïðàâèëà R 

k, êîòîðûå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âûäåëåíèÿ áàçîâûõ âûñêàçûâàíèé, íå-
îáõîäèìûõ äëÿ ñîçäàíèÿ òåîðèè äàííîé ñëîæíîñòè k. Íàïðèìåð,
åñëè ñóùåñòâóþò ïðàâèëà R 

3 äëÿ âûäåëåíèÿ áàçîâûõ âûñêàçûâà-
íèé â òåîðèè G 2, òî óñòàíîâèâ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñò-
âèå ìåæäó áàçîâûìè âûñêàçûâàíèÿìè òåîðèè G 2 è âåðøèíàìè
ãðàôà D è ïðèìåíèâ ê íèì ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì òåîðèþ G 4.

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå àëãîðèòìà Â âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñ-
òåìà ìîæåò ïîñòðîèòü íåïðîòèâîðå÷èâóþ òåîðèþ, ïîçâîëÿþùóþ
â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè ïåðå÷èñëÿòü èñ-
òèííûå âûñêàçûâàíèÿ. Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ
èñòèííîñòè âûñêàçûâàíèé â ñèíòåçèðóåìûõ òåîðèÿõ G i ñóùåñò-
âóåò àëãîðèòì À. Ìíîæåñòâó ñëîâ U, ïîëó÷åííûõ èç íà÷àëüíîãî
àëôàâèòà {li

0}, ìîæíî ïîñòàâèòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {X1, X2 ,…,
Xn}, â êîòîðûõ Õi  = 1, åñëè áóêâû èç {li

0} ïðèñóòñòâóþò â ñëîâå
up
U è îáúåäèíåíû â ñëîâî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè îáúåäè-

íåíèÿ R 
0, è Õi  = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà äëÿ îïèñàíèÿ âñåãî

ìíîæåñòâà ñëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ (3.19).
Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïðàâèë R 

0 êîýôôèöèåíòû Ñrj ìîãóò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, ðàâíûå 1 è 0. Åñëè Ñrj = 0, òî ñëîâî up â
âèäå j-é ïåðåñòàíîâêè èç ñî÷åòàíèÿ áóêâ è ïðàâèëà R 

0, íå ìîæåò
áûòü ïîñòðîåíî â àëôàâèòå {li

0}, è Ñrj = 1 – â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ ïåðåìåííûõ, íà êî-

òîðûõ F(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå «èñòèííî», áóäåò ñëîâîì àëôà-
âèòà {li

0}, à íàáîðû ïåðåìåííûõ, íà êîòîðûõ F(x) ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèå «ëîæíî», ñîîòâåòñòâóþò ñëîâàì, íå ïðèíàäëåæàùèì àëôà-
âèòó. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ áóëåâîé ôóíêöèè F(x)
ìîæíî îïèñàòü âñå èñòèííûå âûñêàçûâàíèÿ ïðè âûïîëíåíèè
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ïðàâèë R 
1. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ èñòèííîñòè âû-

ñêàçûâàíèé â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê
ðåøåíèþ çàäà÷ «âûïîëíèìîñòü» [10]. Äëÿ ëþáîãî äâîè÷íîãî íà-
áîðà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îäíî èç äâóõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé:
åäèíèöó èëè íóëü. Çàäà÷à «âûïîëíèìîñòü» çàêëþ÷àåòñÿ â îòâåòå
íà âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, îáðà-
ùàþùèé ôóíêöèþ f â åäèíèöó?

Ïðîèçâîëüíàÿ çàäà÷à «âûïîëíèìîñòü» ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ

êàê çàäà÷à k-âûïîëíèìîñòü íà íàáîðå èç k ïåðåìåííûõ, ãäå k
îïðåäåëÿåòñÿ äèçúþíêòîì ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü èìååòñÿ àëãîðèòì À, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëÿòü èñòèí-

íîñòü âûñêàçûâàíèé â ðàìêàõ íåêîòîðîãî àëôàâèòà L è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóð Â è À ìîæíî ïîñòðîèòü íåïðîòèâî-

ðå÷èâóþ òåîðèþ, ïðè ýòîì íàðàùèâàòü ñëîæíîñòü òåîðèè ìû

ìîæåì òîëüêî â ðàìêàõ àëôàâèòà áàçîâûõ ýëåìåíòîâ. Âîçíèêàåò

âîïðîñ: åñëè èìååòñÿ äâå íåïðîòèâîðå÷èâûå Ò  
1 è Ò  

2 òåîðèè,

êàæäàÿ ñî ñâîèì àëôàâèòîì, ìîæíî ëè ñîçäàòü íîâóþ òåîðèþ

Ò  
3, îáúåäèíÿþùóþ îáå, ò. å. òàêóþ, ÷òîáû Ò  

1 è Ò  
2 áûëè ÷àñò-

íûìè ñëó÷àÿìè Ò  
4?

Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü âîçìîæíîñòü îáúåäèíåíèÿ òîëüêî
òåõ òåîðèé, êîòîðûå èìåþò îáùèå áàçîâûå ýëåìåíòû àëôàâèòà.

Åñëè L1  L2  = , òî òàêèå òåîðèè ñóùåñòâóþò íåçàâèñèìî, è â
ðàìêàõ ýòèõ òåîðèé íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü âûñêàçûâàíèé, êîòî-
ðûå ñïðàâåäëèâû â ðàìêàõ îäíîé òåîðèè Ò  

1 è íå ñïðàâåäëèâû â
ðàìêàõ äðóãîé òåîðèè Ò  

2, ïîñêîëüêó ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü ó íèõ
ðàçíàÿ (íàïðèìåð, òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ è òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ ìå-

õàíèçìîâ). Òàêèì îáðàçîì, èìåííî ïåðåñå÷åíèå àëôàâèòîâ L1 
 L2, ñ îäíîé ñòîðîíû, äàåò ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü îáú-
åäèíÿòü òåîðèè, è ýòî æå ïåðåñå÷åíèå äàåò âîçìîæíîñòü äëÿ âîç-
íèêíîâåíèÿ ïðîòèâîðå÷èâûõ âûñêàçûâàíèé. Íàïðèìåð, â ãåî-
ìåòðèè Åâêëèäà ñïðàâåäëèâî âûñêàçûâàíèå: «ïàðàëëåëüíûå ïðÿ-
ìûå íå ïåðåñåêàþòñÿ», à â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ñïðàâåäëèâî
ïðîòèâîïîëîæíîå âûñêàçûâàíèå: «ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñå-
êàþòñÿ». Ââåäåíèå îïðåäåëåííûõ ïðàâèë R ïîçâîëÿåò îáúåäèíèòü
ýòè äâå òåîðèè è ïîêàçàòü, ÷òî îíè íåïðîòèâîðå÷èâû è ÷òî ãåî-
ìåòðèÿ Åâêëèäà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâ-

ñêîãî. Òàêèì îáðàçîì, │L1  L2│ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê îöåí-
êó ñâåðõó âîçìîæíîé ïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè Ò  

3, ò. å. ÷èñëà
âûñêàçûâàíèé, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî ââåñòè ïðàâèëà R, ñî-
ãëàñóþùèå ýòè äâå òåîðèè. Ïðàâèëà R áóäåì íàçûâàòü ñîãëà-
ñóþùèìè äëÿ òåîðèé Ò  

1 è Ò  
2, åñëè èõ ââåäåíèå ïîçâîëÿåò èñ-



3.5. Построение интеллектуальных вычислительных систем…

125

êëþ÷èòü âñå ïðîòèâîðå÷èâûå âûñêàçûâàíèÿ â ðàìêàõ îáúåäè-
íåííîé òåîðèè Ò  

4. Îòíîñèòåëüíî àëôàâèòà L1 òåîðèÿ Ò  
1 íå ïðî-

òèâîðå÷èâà è, ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî àëôàâèòà L2 òåîðèÿ

Ò  
2 òîæå íå ïðîòèâîðå÷èâà. Âûäåëèì âûñêàçûâàíèå l   L1  L2 î

âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðîãî îáúåêòà Ð, êîòîðîå èñòèííî
â Ò  

1 è ëîæíî â Ò  
2. Òîãäà åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü

âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòà Ð â ðàìêàõ àëôàâèòà L1 
 L2, èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàññóæäåíèÿ îò ïðîòèâíîãî â ðàìêàõ îáå-
èõ òåîðèé, òî ìîæíî ïîëó÷èòü âûñêàçûâàíèå âèäà: îáúåêò Ð ñó-
ùåñòâóåò (ò. å. ìîæåò áûòü ïîñòðîåí), åñëè Ð íå ñóùåñòâóåò (ò. å.
íå ìîæåò áûòü ïîñòðîåí) è, âñëåäñòâèå ïðîòèâîðå÷èâîñòè ýòîãî
âûñêàçûâàíèÿ áóäåò ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî îáúåêò Ð íå ñóùå-
ñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå
íèêàê íå îïðåäåëÿþòñÿ, à ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îïûò ïîñòðîåíèÿ
ïðîãðàìì, ñëåäóåò îáîáùåíèå î òîì, ÷òî ïðîáëåìû «îñòàíîâà»
äëÿ íèõ íå ñóùåñòâóåò, ò. å. ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Âîçíè-
êàåò âîïðîñ: âûñêàçûâàíèå «ïðîáëåìà “îñòàíîâà” íåðàçðåøèìà»
èñòèííî èëè ëîæíî? Äëÿ òîãî ÷òîáû îäíîçíà÷íî îòâåòèòü íà
ýòîò âîïðîñ, ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî ïîíÿòèå èñòèííîñòè èëè
ëîæíîñòè îòíîñèòñÿ ê èñõîäíûì äàííûì, ò. å. ê èñõîäíîìó áà-
çîâîìó àëôàâèòó. Ïî âñåé âèäèìîñòè, íåëüçÿ ãîâîðèòü îá àáñî-
ëþòíîñòè èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè âûñêàçûâàíèé â îòðûâå îò
âõîäíûõ äàííûõ áàçîâîãî àëôàâèòà è ñïîñîáà èõ êîäèðîâêè, â
ðàìêàõ êîòîðûõ äàííîå âûñêàçûâàíèå îïðåäåëåíî. Òàê, âûñêà-
çûâàíèå l î âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ îáúåêòà Ð îòíîñèòåëüíî

àëôàâèòà L1 èñòèííî, à îòíîñèòåëüíî àëôàâèòà L1  L2 îíî íå
îïðåäåëåíî. Åñëè c ïîìîùüþ ïðàâèë R3 (ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïî-
ëàãàÿ, ÷òî îíè íå âûâîäÿò çà ðàìêè ïîíÿòèé êîíñòðóêòèâíûõ
îáúåêòîâ) äîîïðåäåëèì âñå ïðîòèâîðå÷èâûå âûñêàçûâàíèÿ â âè-
äå àêñèîì, ïðèíèìàåìûõ â òåîðèÿõ Ò  

1 è Ò  
2 êàê èñòèííûå, òî

òîãäà ïîëó÷èì íåïðîòèâîðå÷èâóþ òåîðèþ Ò  
3 â êîíå÷íîì àëôà-

âèòå L1  L2. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ ïðàâèë çàâèñèò îò
ñâîéñòâ áàçîâûõ îáúåêòîâ, îïðåäåëÿþùèõ èñõîäíûé àëôàâèò, è,
ñëåäîâàòåëüíî, âûõîäèò çà ðàìêè ôîðìàëüíîé ðàçðàáîòêè ñàìèõ
òåîðèé.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíû äâà ïîäõîäà ê ñîçäàíèþ íåïðî-
òèâîðå÷èâûõ òåîðèé: îäèí, îñíîâàííûé íà ïîñòåïåííîì óñëîæ-
íåíèè òåîðèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ G 0, G 1, G 2,
G 3, G 4, …, G n, ïîñòðîåííîé â ðàìêàõ àëôàâèòà çàäàííûõ áàçî-
âûõ ýëåìåíòîâ íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà Â, è âòîðîé,
ñâÿçàííûé ñ âîçìîæíîñòüþ îáúåäèíåíèÿ íåïðîòèâîðå÷èâûõ òåî-
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ðèé, èìåþùèõ îáùåå ïîäìíîæåñòâî áàçîâûõ ýëåìåíòîâ àëôàâèòà
è òðåáóþùèé ââåäåíèÿ ïðàâèë ñîãëàñîâàíèÿ, êîòîðûå óñòðàíÿþò
ïðîòèâîðå÷èÿ. À ñàìè ïðàâèëà âûõîäÿò çà ðàìêè ïðîöåññà ôîð-
ìàëèçàöèè ïîñòðîåíèÿ ñàìîé òåîðèè, ïîñêîëüêó îïðåäåëÿþòñÿ
ñâîéñòâàìè áàçîâûõ ýëåìåíòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ èñõîäíûìè äàííû-
ìè äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñàìîé òåîðèè. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò äî-
âîëüíî ñëîæíûé âîïðîñ àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ïðî-
áëåìû, êîòîðàÿ, êàê ïîêàçàíî, ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ïî îòíî-
øåíèþ ê èñõîäíûì äàííûì. Îáà ïîäõîäà èìåþò ïðàâî íà ñóùå-
ñòâîâàíèå, íî âòîðîé ïðèåìëåì äëÿ ñîçäàíèÿ ìåòàòåîðèé è íå
ìîæåò áûòü àâòîìàòèçèðîâàí ïîëíîñòüþ, ïîñêîëüêó íà ýòàïå
ñîçäàíèÿ ïðàâèë, óñòðàíÿþùèõ ïðîòèâîðå÷èÿ, íåîáõîäèìî âìå-
øàòåëüñòâî ÷åëîâåêà.

Ïåðâûé ïîäõîä ôàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ôîðìàëèçîâàí, è âû-
÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà áóäåò òîëüêî ïåðå÷èñëÿòü èñòèííûå âû-
ñêàçûâàíèÿ, à ÷åëîâåê áóäåò ÿâëÿòüñÿ èõ ïîëüçîâàòåëåì. Íà îñ-
íîâå ïåðâîãî ïîäõîäà äëÿ êàæäîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè ìîæíî
ëåãêî ïîñòðîèòü ÿçûê è ñëîâàðü òåðìèíîâ è ïîíÿòèé, óäîáíûé
äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ. Ïðè ýòîì ñîçäàâàåìûå ÿçûêè áóäóò òàêèìè,
êàêèå ìû èñïîëüçóåì â ïîâñåäíåâíîé æèçíè, íî íåñêîëüêî îã-
ðàíè÷åííûå â âîçìîæíîñòÿõ ôîðìèðîâàíèÿ âûñêàçûâàíèé â
ðàìêàõ ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Ñàì ïðîöåññ ñîçäàíèÿ òàêèõ ÿçûêîâ
ìîæåò áûòü àâòîìàòèçèðîâàí çà ñ÷åò ðàçðàáîòêè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ íà îñíîâå èìåþùåãîñÿ îïûòà
ïîñòðîåíèÿ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñ åãî ïîìîùüþ ëåãêî
êîððåêòèðîâàòü è ðàñøèðÿòü áîëüøîé îáúåì èíôîðìàöèè â çà-
âèñèìîñòè îò ïîòðåáíîñòåé ïîëüçîâàòåëÿ è, â îáùåì ñëó÷àå, íåò
íåîáõîäèìîñòè â ðàçðàáîòêå íîâûõ òåõíîëîãèé ïîñòðîåíèÿ âû-
÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì.

ВЫВОДЫ К ГЛАВЕ 3

1. Ðàññìîòðåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îáùèõ è ÷àñòíûõ çà-
äà÷ ïëàíèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî
îíè ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè â âèäå çàäà÷
ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

2. Ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷
ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ áóëåâûìè ïåðå-
ìåííûìè.

3. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè êîëè÷åñòâà êëàñòåðîâ â
ÐÂÑ ïðåäëîæåíà ìîäåëü åå ðåøåíèÿ â âèäå çàäà÷è î íàèìåíü-
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øåì âåðøèííîì ïîêðûòèè. Ïðåäëîæåí ìåòîä åå ðåøåíèÿ, ïî-
çâîëÿþùèé ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ ñ ìàëîé òðóäîåìêîñòüþ è íèçêîé
ïîãðåøíîñòüþ. Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà ìîæåò
áûòü óìåíüøåíà ñ ïîìîùüþ èñïîëüçîâàíèÿ n-ïðîöåññîðíîé âû-
÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùåé â ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèò-
ìàõ ïàðàëëåëüíî âû÷èñëÿòü âû÷èñëåíèÿ íà ÿðóñàõ.

4. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ,
ïîäòâåðæäàþùèå ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ äëÿ
ïëàíèðîâàíèÿ çàäàíèé â ÐÂÑ.

5. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ èíòåëëåêòóàëüíûõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, èñïîëüçóþùèé èäåè ðàíãîâîãî ìåòîäà äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

6. Ðàçðàáîòàíû îáîáùåííûå ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùèå íà îñ-
íîâå åäèíîãî ïîäõîäà ðåøàòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ ðàçëè÷íûìè
êðèòåðèÿìè êà÷åñòâà. Ïðè ýòîì ìîæíî îïðåäåëÿòü ýêñòðåìóì
íåêîòîðûõ ñîâîêóïíîñòåé ñâîéñòâ îáúåêòîâ, â ÷àñòíîñòè, ðåøàòü
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè è ìàêñèìèçàöèè âûáðàííîé ôóíêöèè öåëè.

7. Âàæíåéøèì íàïðàâëåíèåì â ïîâûøåíèè ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòè ðåøåíèÿ òðóäîåìêèõ çàäà÷ (NP-ïîëíûõ çàäà÷) ÿâëÿåòñÿ
èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèîííî-êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé.
Ê ñîâðåìåííûì òðåíäàì ñëåäóåò îòíåñòè èñïîëüçîâàíèå âûñî-
êîïðîèçâîäèòåëüíûõ êëàñòåðíûõ ôðåéìâîðêîâ, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ðàçâåðíóòû â ëîêàëüíîì ðåæèìå è ñ èñïîëüçîâàíèåì îá-
ëà÷íûõ ïëàòôîðì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-
íûìè çàäà÷àìè, ðåøàåìûìè íà ýòèõ ïëàòôîðìàõ, ÿâëÿþòñÿ çà-
äà÷è èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Ê èñ-
ïîëüçóåìûì ïðè ýòîì ñèñòåìàì ñëåäóåò îòíåñòè òàêèå ñèñòåìû
êàê ApacheSpark, ApacheFlink, ApacheHadoop, ïîçâîëÿþùèå ïî-
âûñèòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðåøàåìûõ çàäà÷ â äåñÿòêè ðàç. Êðî-
ìå ýòîãî, ïðèìåíåíèå óêàçàííûõ ïëàòôîðì ïîçâîëÿåò ðåàëèçî-
âûâàòü òåõíîëîãèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé è ðàñïðåäåëåííûõ
áàç äàííûõ, ÷òî îáóñëîâëèâàåò ïîâûøåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
âû÷èñëåíèé.
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Г Л А В А  4

МЕТОД МОНИТОРИНГА СОСТОЯНИЯ
РАСПРЕДЕЛЕННОЙ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЫ
НА ОСНОВЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КРАТЧАЙШИХ ПУТЕЙ
И КРАТЧАЙШИХ ГАМИЛЬТОНОВЫХ ЦИКЛОВ

В ГРАФЕ

Ðåøåíèå çàäà÷ ìîíèòîðèíãà ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ

ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ îáåñïå÷åíèÿ òðåáó-

åìîé ïðè îáðàáîòêå ïîòîêîâ çàäàíèé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è ïðî-

ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè.

Âàæíåéøèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûìè âû÷èñëå-

íèÿìè – ýòî çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ çàäàíèé è âûáîðà (íàçíà÷å-

íèÿ) òðåáóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Ôîðìàëüíûå ìåòîäû

óïðàâëåíèÿ ïëàíèðîâàíèåì çàäàíèé íà îñíîâå çàäà÷ ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè ðàññìîòðåíû â ðà-

áîòàõ [1–10]. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷ ïëàíèðîâàíèÿ, êàê ïðà-

âèëî, âñå ëîêàëüíûå ïëàíèðîâùèêè è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ëî-

êàëüíûìè ðåñóðñàìè èñïîëüçóþò êîìïîíåíòû ñèñòåì ìîíèòî-

ðèíãà, äëÿ ïðèìåíåíèÿ êîòîðûõ â ÐÂÑ ðàçðàáîòàí ìåòîä [10,

11], â îñíîâó êîòîðîãî ïîëîæåíà ìîäåëü ãðàôèêà (ðàñïèñàíèÿ)

ìîíèòîðèíãà óçëîâ ðàñïðåäåëåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû,

èñïîëüçóþùåãî êðàò÷àéøèå ãàìèëüòîíîâû ïóòè è ãàìèëüòîíîâû

öèêëû äëÿ îïòèìèçàöèè ïðîöåäóð çàïóñêà ïðîãðàììíûõ ðàñøè-

ðåíèé, óñòàíàâëèâàåìûõ íà óçëàõ ÐÂÑ.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ñèñòåìû ìîíèòîðèíãà Nagios

[12], Icinga [13] èñïîëüçóþò ïðîãðàììíûå ðàñøèðåíèÿ (àãåíòû),

óñòàíàâëèâàåìûå íà îáúåêòàõ ìîíèòîðèíãà äëÿ èõ óäàëåííîãî

çàïóñêà è ðåàëèçóþùèå ðàçëè÷íûå ñåðâèñû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

ìîíèòîðèíãà. Äëÿ ðåàëèçàöèè ñåðâèñîâ íà óçëàõ ÐÂÑ òðåáóåòñÿ

óñòàíîâèòü ïëàãèí NPRE (Nagios Remote Plugin Executor), èíè-

öèàëèçèðóþùèé ðàáîòó ïðîãðàììíûõ àãåíòîâ. Ïðîöåäóðà ðàáîòû

âûçûâàåìîãî óäàëåííîãî ñåðâèñà âêëþ÷àåò: èíèöèàëèçàöèþ êî-

ìàíäîé çàïóñêà, îñóùåñòâëÿåìîé àãåíòàìè NRPE íà ñåðâåðàõ è

óçëàõ ÐÂÑ; çàïóñê è âûïîëíåíèå ñåðâèñà; ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ
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ðàáîòû ñåðâèñà; ïåðåäà÷ó ïîëó÷åííûõ äàííûõ íà óïðàâëÿþùèé

óçåë (áàçó äàííûõ). Äëÿ êîìïëåêñíîé îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ïðî-

ãðàììíî-àïïàðàòíûõ ñðåäñòâ, êîììóíèêàöèîííûõ êîìïîíåíòîâ

è âûïîëíÿåìûõ çàäàíèé ÐÂÑ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñåðâèñû óäà-

ëåííîãî äîñòóïà, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì çàäà÷

ïëàíèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé. Ê íèì îòíîñÿòñÿ

[14, 15]: äîñòóïíîñòü è óðîâåíü çàãðóçêè ïðîöåññîðíûõ óçëîâ

êëàñòåðîâ; äîñòóïíîñòü è ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êîììóíèêà-

öèîííûõ êàíàëîâ (âêëþ÷àÿ êîììóíèêàöèîííûå êàíàëû êëàñòå-

ðîâ è ñåòåé ïåðåäà÷è äàííûõ); êîëè÷åñòâî äîñòóïíûõ è ñâîáîä-

íûõ óçëîâ êëàñòåðîâ ÐÂÑ; ñîñòîÿíèå âûïîëíÿåìûõ çàäàíèé íà

óçëàõ êëàñòåðîâ; äîñòóïíîñòü, òåêóùàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü è

çàãðóçêà óçëîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ õðàíåíèÿ äàííûõ ñèñòåìû ìî-

íèòîðèíãà. Ïðè íàëè÷èè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà íåîáõîäèìûõ äëÿ

ïðîâåäåíèÿ ìîíèòîðèíãà îáúåêòîâ ÐÂÑ ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ íàã-

ðóçêà íà êîììóíèêàöèîííóþ ñåòü, îãðàíè÷åííóþ åå ïðîïóñêíîé

ñïîñîáíîñòüþ. Èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèè îáúåêòîâ ìîíèòîðèíãà

ÿâëÿåòñÿ ôîíîâîé îòíîñèòåëüíî îñíîâíîé – ïîëüçîâàòåëüñêîé è

ñëóæåáíîé (óïðàâëÿþùåé) èíôîðìàöèè, îáúåìû êîòîðîé íåïî-

ñðåäñòâåííî âëèÿþò íà êà÷åñòâî îáñëóæèâàíèÿ ïîëüçîâàòåëåé –

âðåìÿ ðåàëèçàöèè çàïðîñîâ è ïðèëîæåíèé, ñóììàðíîå çàïàçäû-

âàíèå, ñòîèìîñòü âû÷èñëåíèé è ò. ä.

Äëÿ ìèíèìèçàöèè âðåìåíè çàäåðæêè íà èíèöèàëèçàöèþ çà-

ïóñêà è ðàáîòó óäàëåííûõ àãåíòîâ ïðåäëàãàåì ïðèìåíÿòü ìåòîä

îïòèìèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðîñà óçëîâ ÐÂÑ, èñïîëü-

çóþùèé ïðåäñòàâëåíèå ÐÂÑ â âèäå íåïîëíîñâÿçíîãî ãðàôà, â

êîòîðîì òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ âðåìåííóþ çàäåðæ-

êó îïðîñà íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ìîíèòîðèíãîâûõ óñòðîéñòâ

ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè è êðàò÷àé-

øåãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà.

4.1. ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ

Ìîäåëü ðåàëèçàöèè ìíîæåñòâ ïðèâåäåííûõ ñåðâèñîâ Rem_Serv

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

 1 2 3 4: , , , ,Rem_Serv AN AU ANet AJ ADB State State State State    

ãäå AN – ìíîæåñòâî ñåðâèñîâ îïðåäåëåíèÿ äîñòóïíîñòè óçëîâ;
AU – ìíîæåñòâî ñåðâèñîâ îïðåäåëåíèÿ çàãðóçêè (èñïîëüçîâà-
íèÿ) óçëîâ; ANet – ìíîæåñòâî ñåðâèñîâ îïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
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êîììóíèêàöèîííûõ êàíàëîâ; AJ  – ìíîæåñòâî ñåðâèñîâ îïðåäå-

ëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âûïîëíÿåìûõ çàäàíèé; ADB  – ìíîæåñòâî ñåð-

âèñîâ îïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ÁÄ; iState , 1,4i   – ìíîæåñòâî

ñîñòîÿíèé îáúåêòà ìîíèòîðèíãà, îïðåäåëÿåìûõ ïåðåìåííûìè

 , , ,OK WARNING CRITICAL UNKNOWN .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìîùíîñòè ìíîæåñòâ ðàññìîòðåííûõ ñåðâèñîâ

äëÿ ìîíèòîðèíãà ñîñòàâëÿþò [12]: AN  = 2, AU  = 3, ANet  =

= 3, AJ  = 4, ADB  = 6, à êîíòðîëèðîâàòü ñèñòåìíîìó àäìèíè-

ñòðàòîðó è ïîëüçîâàòåëÿì âèðòóàëüíûõ îðãàíèçàöèé ÐÂÑ íåîá-
õîäèìî, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, òîëüêî äâà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòîâ ìî-

íèòîðèíãà – è WARNING CRITICAL , ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

ñîîáùåíèé, ïîëó÷àåìûõ îò ó÷àñòâóþùèõ òîëüêî â îäíîì îïðîñå
óäàëåííûõ àãåíòîâ, ñîñòàâèò 218. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàçìåð îäíîãî
ñîîáùåíèÿ ðàâåí ïîðÿäêà 4 Êá, òàêîé îáúåì ñëóæåáíîé èíôîð-
ìàöèè ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîé çàãðóçêå êîììóíèêàöèîííûõ
êàíàëîâ è íåîáõîäèìîñòè ìèíèìèçàöèè âðåìåííûõ çàäåðæåê ðà-
áîòû óäàëåííûõ ñåðâèñîâ äëÿ ìîíèòîðèíãà âû÷èñëèòåëüíûõ êëà-
ñòåðîâ è óçëîâ ÐÂÑ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñ öåëüþ îïòèìèçàöèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðîñà îáúåêòîâ ìîíèòîðèíãà ÐÂÑ èñïîëü-
çóåì ñõåìó íà ðèñ. 4.1, íà êîòîðîì ïîêàçàíà òåõíîëîãèÿ ðàáîòû
ñåðâèñîâ óäàëåííîãî äîñòóïà. Íà ðèñ. 4.1 èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ: , 1,iR i m  – ðåñóðñû (âû÷èñëèòåëüíûå êëàñòåðû)

ÐÂÑ; , 1,iS i m  – ñåðâåðû ðåñóðñîâ; , 1, ; 1,i j mR i m j N   – óç-

ëû êëàñòåðîâ; iM  – ìàðøðóòèçàòîðû; ÓÓ – óïðàâëÿþùèé óçåë,

ñ êîòîðîãî èíèöèèðóåòñÿ çàïóñê óäàëåííûõ àãåíòîâ.
Îáîçíà÷èì âðåìÿ ïåðåäà÷è çàïðîñà íà çàïóñê óäàëåííîãî

àãåíòà êàê tij, îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå:

,
ij

i j ij

ij

l
t x

p


ãäå ijl  – ðàçìåð èíèöèàëèçèðóþùåãî ïàêåòà, ïåðåäàâàåìîãî ìåæ-

äó ðåñóðñàìè Ri è Rj, áàéò; ijp  – ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êîì-

ìóíèêàöèîííîãî êàíàëà ìåæäó ðåñóðñàìè Ri è Rj (áàéò/ñ); ijx  =

= 1, åñëè ðåñóðñû Ri è Rj ñîåäèíåíû êîììóíèêàöèîííûì êàíà-
ëîì, 0 – â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ðèñ. 4.1. Ñõåìà ðàáîòû ñåðâèñîâ óäàëåííîãî äîñòóïà â ñèñòåìå ìîíèòîðèíãà ÐÂÑ

Òîãäà âðåìåííàÿ çàäåðæêà ïàêåòîâ äëÿ çàïóñêà àãåíòîâ íà
âñåõ êëàñòåðàõ ÐÂÑ ñîñòàâèò

1

1 1

.
m m

delay ij
i j

T t
 



Ïîñëå çàïóñêà êîìàíäû check_nrpe íà ñåðâåðàõ Si ïðîèñõîäÿò
èíèöèàëèçàöèÿ è çàïóñê óäàëåííûõ ñåðâèñîâ íà óçëàõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ êëàñòåðîâ ÐÂÑ. Âðåìåííàÿ çàäåðæêà, îïðåäåëÿþùàÿ çà-
ïóñê ñåðâèñîâ íà óçëàõ êëàñòåðà, ñîñòàâèò

1 1

.
Rem_Serv Nm

delay_Node kl
k l

T t
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Âðåìåííàÿ çàäåðæêà, îïðåäåëÿþùàÿ çàïóñê àãåíòîâ íà âñåõ
êëàñòåðàõ ÐÂÑ, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

2

1 1 1

.
Rem_Servm Nm

delay ikl
i k l

T t
  

  

Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ âðåìåííàÿ çàäåðæêà çàïóñêà óäàëåí-
íûõ àãåíòîâ äëÿ ìîíèòîðèíãà âû÷èñëèòåëüíûõ êëàñòåðîâ ÐÂÑ
ñîñòàâëÿåò

1 1 1 1 1

.
Rem_Servm m m Nm

delay ij ikl
i j i k l

T t t
    

    

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òîïîëîãèÿ êîììóíèêàöèîííûõ êàíàëîâ ÐÂÑ
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñâÿçíîé, ò. å. íå âñå ðåñóðñû ÐÂÑ ñîåäèíåíû
ìåæäó ñîáîé, òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíóþ âðåìåííóþ

çàäåðæêó: min .delayT   Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà èíòåð-

âàëàõ ïëàíèðîâàíèÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êîììóíèêàöèîí-
íûõ ñåòåé ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè êëàñòåðàìè ÐÂÑ ÿâëÿåòñÿ
ïîñòîÿííîé.

4.2. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîé âðåìåííîé çàäåðæêè çàïóñ-
êà óäàëåííûõ àãåíòîâ íà óçëàõ ÐÂÑ ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü â äâà
ýòàïà.

Ýòàï 1. Ïîñòðîèòü äëÿ âñåõ îïðàøèâàåìûõ óçëîâ ÐÂÑ äåðåâî
êðàò÷àéøèõ ïóòåé ê îñòàëüíûì óçëàì ñåòè, êîòîðóþ áóäåì ïðåä-
ñòàâëÿòü â âèäå ãðàôà G ñ âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè óçëàì
ÐÂÑ, è ðåáðàìè – êîììóíèêàöèîííûìè êàíàëàìè ìåæäó óçëà-
ìè. Ïðè ýòîì äëèíû ýòèõ ðåáåð áóäóò îïðåäåëÿòü âðåìåííóþ çà-
äåðæêó ïåðåäà÷è äàííûõ ïî êàíàëàì ñâÿçè, îáúåäèíÿþùèì âû-
äåëåííûå óçëû â åäèíóþ ñåòü, à äëèíû ïóòåé â äåðåâå êðàò÷àé-
øèõ ïóòåé – ìèíèìàëüíîå âðåìÿ äîñòàâêè çàïðîñîâ èç íåêîòî-
ðîãî óçëà i â óçåë j äàííîé ñåòè.

Ýòàï 2. Ïîñòðîèòü ïîëíûé ãðàô èç îïðàøèâàåìûõ óçëîâ
ÐÂÑ, â êîòîðîì ðåáðà èìåþò âåñà tij, îïðåäåëÿþùèå ìèíèìàëü-
íóþ çàäåðæêó ïåðåäà÷è çàïðîñà îò íåêîòîðîãî óçëà i ê óçëó j ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñåòè, ðàâíóþ äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè â äåðåâå
êðàò÷àéøèõ ïóòåé, ïîñòðîåííîì íà ýòàïå 1. Äàëåå äëÿ äàííîãî
ãðàôà îïðåäåëèòü ïîðÿäîê îáõîäà âñåõ ýòèõ óçëîâ çà ìèíèìàëü-
íîå âðåìÿ, ò. å. îïðåäåëèòü êðàò÷àéøèé ãàìèëüòîíîâ öèêë.
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Ïîñêîëüêó ýòè çàäà÷è äîëæíû ðåøàòüñÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè,
äëÿ ðåàëèçàöèè óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ íà ýòàïå 1 ïðåäëàãàåòñÿ
ðàçðàáîòàòü ïàðàëëåëüíóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû íà
îñíîâå ðàíãîâîãî ïîäõîäà [16], à íà ýòàïå 2 ðåøèòü çàäà÷ó îïðå-
äåëåíèÿ êðàò÷àéøåãî îáõîäà âñåõ óçëîâ ñåòè íà îñíîâå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïóòåé âîçìîæíû ñëó÷àè,
êîãäà ãðàô, ê êîòîðîìó ñâåäåíà èñõîäíàÿ çàäà÷à, èìååò ïîëîæè-
òåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå âåñà ðåáåð. Â ëèòåðàòóðå âûäåëÿþò ñëå-
äóþùèå ñëó÷àè: â ãðàôå âñå ðåáðà èìåþò ïîëîæèòåëüíûå âåñà; â
ãðàôå èìåþòñÿ ðåáðà ñ îòðèöàòåëüíûìè âåñàìè, íî íåò öèêëîâ
îòðèöàòåëüíîé äëèíû; â ãðàôå èìåþòñÿ öèêëû îòðèöàòåëüíîé
äëèíû. Ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòî-
äû: èíäåêñíûå (ïîìåòîê), ìàòðè÷íûå è àïïàðàòíûå. Âñå ýòè ìåòî-
äû ïðèìåíÿþò äëÿ ðåøåíèÿ äâóõ òèïîâ çàäà÷: íàõîæäåíèÿ êðàò-
÷àéøåãî ïóòè ìåæäó çàäàííîé ïàðîé âåðøèí è êðàò÷àéøèõ ïóòåé
ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí â ãðàôå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà
êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó ïàðîé âåðøèí ëó÷øèìè ÿâëÿþòñÿ èí-
äåêñíûå è àïïàðàòíûå ìåòîäû, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ
êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí â ãðàôå – ìàò-
ðè÷íûå ìåòîäû. Îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ îï-
ðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôå ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè
ðåáåð ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Äåéêñòðû, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî â
ãðàôàõ ñ îòðèöàòåëüíûìè âåñàìè ðåáåð ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöè-
àëüíîìó ðîñòó âðåìåííîé ñëîæíîñòè [16]. Â ñëó÷àå, êîãäà â ãðàôå
åñòü öèêëû îòðèöàòåëüíîé äëèíû, çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-
ïîëíûõ çàäà÷. Êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ïî ìåòîäàì îïðåäåëåíèÿ
êðàò÷àéøèõ ïóòåé ñåé÷àñ äîñòàòî÷íî âåëèêî [17].

Çàäà÷à ïîèñêà ãàìèëüòîíîâà öèêëà ìèíèìàëüíîãî âåñà â
ïîëíîì ãðàôå ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè ðåáåð èçâåñò-
íà êàê çàäà÷à êîììèâîÿæåðà (ÇÊ). Ê ìåòîäàì åå ðåøåíèÿ ñëåäóåò
îòíåñòè òî÷íûå àëãîðèòìû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [18, 19]. Â íèõ
äëÿ ðåøåíèÿ ÇÊ ïðåäëîæåí àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, èìåþùèé âðåìåííóþ ñëîæíîñòü O(2n) è èñïîëüçóþ-
ùèé ïàìÿòü M, ãäå M – ìàêñèìàëüíûé âåñ ðåáðà. Ëó÷øèé àëãî-
ðèòì ñ ïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòüþ ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ
O(4nnlog n) ïðèâåäåí â ðàáîòàõ [20, 21]. Â ðàáîòå [22] ïîêàçàíî, ÷òî
ÇÊ ìîæåò áûòü ðåøåíà çà âðåìÿ O(22n—tnlog(n—t)) ñ ïàìÿòüþ Î(2t)
äëÿ ëþáîãî t = n, n/2, n/4, … Â ðàáîòàõ [23–26] ïðåäëîæåí àëãî-
ðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ÇÊ ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(2n) è ïàìÿòüþ
O(M). Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìà ñ
âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(2n) = 2n poly(n; log M) è ïîëèíîìèàëüíîé
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ïàìÿòüþ [27]. Â ðàáîòå [28] ïðåäëîæåí àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ÇÊ
â êóáè÷åñêèõ ãðàôàõ ñî âðåìåíåì ðàáîòû 1.260n è äëÿ ãðàôîâ
ñòåïåíè 4 ñî âðåìåíåì ðàáîòû 1.890n. Àâòîðû ðàáîòû [29] óëó÷-
øèëè îöåíêó äëÿ êóáè÷åñêèõ ãðàôîâ äî 1.51n, â [30] ðàçðàáîòàí
àëãîðèòì äëÿ ãðàôîâ ñòåïåíè 4 ñî âðåìåíåì ðàáîòû 1.733n è ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé ïàìÿòüþ. Àêòóàëüíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ÇÊ â ðàç-
ëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ ïîäòâåðæäàåòñÿ ðàçðàáîòàííûìè â ïîñëåäíåå
âðåìÿ ýâðèñòè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè – ìóðàâüèíûì àëãîðèòìîì
[31, 32] è åãî ìîäèôèêàöèåé [33, 34] ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ
â õóäøåì ñëó÷àå O(n3). Â ðàáîòå [35] ïðåäëîæåí òî÷íûé àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ ÇÊ ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ â èíòåðâàëå (O(n4),
O(n32n)). Â ðàáîòå [36] äëÿ îïòèìèçàöèè ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê
ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è â âåðîÿòíîñòíîé
ïîñòàíîâêå, èíòåðïðåòèðóåìûé êàê çàäà÷à ìèíèìèçàöèÿ ñòîèìî-
ñòè äîñòàâêè ñîîáùåíèé â ñåòÿõ ñ ðàçëè÷íîé ïðîïóñêíîé ñïî-
ñîáíîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëó-
÷åíèå òî÷íûõ ðåøåíèé ÇÊ ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè âðåìåííûìè çà-
òðàòàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì öåëüþ ýòàïà 2 ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìå-
òîäà ðåøåíèÿ ÇÊ ñ ìàëîé âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ è ìàëîé ïî-
ãðåøíîñòüþ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ åãî â ñèñòåìå ìîíèòîðèíãà ÐÂÑ
â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

4.3. МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
ОПРЕДЕЛЕНИЯ КРАТЧАЙШЕГО ПУТИ НА ОСНОВЕ

РАНГОВОГО ПОДХОДА

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå
èñõîäíîãî ãðàôà G â âèäå ñèììåòðè÷íîãî äåðåâà ïóòåé [37, 38].
Ïóñòü âñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû îïðåäåëÿ-
þòñÿ ãðàôîì G(V, E) ñ n âåðøèíàìè, ãäå âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò
âîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû. Ïåðåéäåì ê ïðîñòðàíñòâó ñ
(n — 1)2 ñîñòîÿíèÿìè. Äëÿ ýòîãî êàæäîìó èç n ñîñòîÿíèé ïîñòà-
âèì â ñîîòâåòñòâèå åùå (n — 1) ñîñòîÿíèå, õàðàêòåðèçóþùåå ñïî-
ñîá äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èç ìíîæåñòâà {1, 2,..., n}. Ïðè ýòîì â
êà÷åñòâå äîáàâëÿåìûõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëèì ðàíã ïóòè â ãðàôå
G(V, E) – èç âåðøèíû s ãðàôà G(V, E) â ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó
j ìîæíî ïîïàñòü:

 ïóòåì ðàíãà r = 1, èñïîëüçóÿ îäíî ðåáðî,

 ïóòåì ðàíãà r = 2, èñïîëüçóÿ äâà ðåáðà è ò. ä.,

 ïóòåì ðàíãà r = n — 1, èñïîëüçóÿ n — 1 ðåáðî.
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Ðèñ. 4.2. Ñòÿíóòîå äåðåâî âñåõ
ïóòåé D ãðàôà G(V, E)

Òàêîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòÿ-
íóòîãî äåðåâà ïóòåé D (ðèñ. 4.2).

Èñõîäÿ èç ñòÿíóòîãî äåðåâà ïóòåé, äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåð-
øèíû j ìíîæåñòâî ïóòåé, âåäóùèõ â ýòó âåðøèíó èç íåêîòîðîé
âåðøèíû s, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

1 2 1( ) ; (1, 1),r r r n
s sj sj sjm j m m .... m j n        

ãäå r
sjm ={ }r

sj  – ïîäìíîæåñòâà ïóòåé èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû s

â íåêîòîðóþ âåðøèíó j ãðàôà G(V, E) ðàíãà r. Îòìåòèì, ÷òî äåðå-
âî âñåõ ïóòåé D ìîæåò ñòðîèòüñÿ è îò êîíêðåòíîé âåðøèíû i ãðà-
ôà: â ýòîì ñëó÷àå âåðøèíà s = i è i-ÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíåéêà èñ-
êëþ÷àþòñÿ â D. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ãðàô D è ââåäÿ ïðàâè-
ëà ôîðìèðîâàíèÿ ïóòåé ñëåäóþùåãî ðàíãà, ìîæíî èç ïðîèçâîëü-

íîé âåðøèíû s ïîýòàïíî ñòðîèòü ïóòè { }r
sj  ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà

âïëîòü äî ðàíãà r = n — 1. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ âçâåøåííûé
ãðàô, ðåáðàì êîòîðîãî ïðèñâîåíû âåñà lij, ãäå i, j – ñìåæíûå âåð-

øèíû, êîòîðûå çàäàþòñÿ ìàòðèöåé äëèí L = {lij}. Åñëè st = (s, v1,
v2, …, vk, t) – íåêîòîðûé ïóòü èç âåðøèíû s â t, òî åãî äëèíà îï-
ðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà äëèí ðåáåð, îáðàçóþùèõ äàííûé ïóòü. Âå-
ëè÷èíó äëèíû ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè i è j îáîçíà÷èì d (i, j), âå-
ëè÷èíó êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè i è j – Ð(i, j).

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [16], äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò èíòåðïðå-
òèðîâàòüñÿ êàê çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà îñíîâå
åäèíè÷íîãî ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè. Â òåðìèíàõ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îíà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü

,
ij ij

i j

l X
                                  

(4.1)
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ïðè óñëîâèè

1, åñëè ;

1, åñëè ;

0, åñëè , ;

ij ji
i i

i s

X X i t

i s t


   
 

 
                     

(4.2)

Xij  {0,1}.                               (4.3)

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîòîê {Õ³j}, ìèíèìèçèðóþùèé ôóíê-
öèîíàë (4.1). Åñëè ðåáðî (i, j) ïðèíàäëåæèò êðàò÷àéøåìó ïóòè,
òî Õ³j = 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Õ³j = 0. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà îï-
ðåäåëÿåò P(s, t). Îãðàíè÷åíèÿ (4.2), (4.3) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè íå-
ïðåðûâíîñòè ïóòè. Çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè ïðåäëà-
ãàåòñÿ ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ðàíãîâîãî ìåòîäà, èñïîëüçóþùåãî ïåðå-
õîä ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ãðàôà G ê ñòÿíóòîìó äåðåâó âñåõ ïóòåé D.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé ãðàô G(V, E) ñ ìíîæå-
ñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð Å, ìîùíîñòü êîòîðîãî íå
ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ n(n — 1)/ 2. Åñëè â ãðàôå âûäåëèòü ñâîáîä-

íûå âåðøèíû s è t, òî ìíîæåñòâî âñåõ ïóòåé {st} ìåæäó ýòîé ïà-
ðîé âåðøèí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîäìíîæåñòâ:

1 2 1 ...  r r r n
st st st stM M M M      ,                  (4.4)

ãäå r
stM  – ìíîæåñòâà ïóòåé ìåæäó âåðøèíàìè s è t ðàíãà r.

Ïóòè ðàíãà r = n — 1 – ïóòè ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì ðàí-
ãîì – ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè ïóòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç
âñå âåðøèíû ãðàôà G. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êðàò-
÷àéøåãî ïóòè ìåæäó çàäàííîé ïàðîé âåðøèí s è t ñôîðìóëèðî-
âàíà êàê çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïóòè ìèíèìàëüíîé äëèíû íåêîòî-

ðîãî ðàíãà r â ìíîæåñòâå stM :

 1 2 1min min ,  ,..., .r r r n
st st st stM M M M   

             
(4.5)

Èç (4.5) ñëåäóåò, ÷òî åñëè â êàæäîì èç ïîäìíîæåñòâ M r
st ,

(1, 1)r n   îïðåäåëèòü êðàò÷àéøèé ïóòü ðàíãà r è îáîçíà÷èòü

ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî êàê M *r
st , (1, 1)r n  , òî çàäà÷à îïðåäå-

ëåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ êðàò-

÷àéøåãî ïóòè â ìíîæåñòâå M *r
st :

 * 1 * 2 * 1min ,  ,...,r r r n
st st stM M M   

.                   
(4.6)

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ïðîöåäóðà À ïîçâîëÿåò ñòðîèòü êðàò÷àéøèå
ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè s è t ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà. Òîãäà â ñîîò-
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âåòñòâèè ñ (4.5), (4.6) òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êðàò÷àéøèé ïóòü
ìåæäó âåðøèíàìè s è t.

Â ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó âåðøèíîé
s è âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè ãðàôà G çàäà÷à ôîðìóëèðó-

åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü min  r
si 

 1 2 1min ,  ,...,r r r n
si si si
       , ãäå i = (1,n), r = (1,n — 1).

Ïåðåõîä îò äåðåâà âñåõ ïóòåé ãðàôà ê ñòÿíóòîìó äåðåâó âñåõ
ïóòåé D ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà ïóòåé ãðàôà G íà

ïîäìíîæåñòâà M *r
si , ïðè ýòîì âåðøèíû ãðàôà D ðàññìàòðèâàþòñÿ

êàê ìíîæåñòâà ïóòåé M *r
si .

4.4. АЛГОРИТМЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КРАТЧАЙШИХ ПУТЕЙ
НА ОСНОВЕ РАНГОВОГО ПОДХОДА

Ïîñòðîåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé
ïðîöåäóðå À.

Процедура А

Øàã 1. Èç âåðøèíû s ñòðîÿòñÿ âñå âîçìîæíûå ïóòè âòîðîãî
ðàíãà êî âñåì âåðøèíàì ãðàôà G.

Øàã 2. Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ïóòåé M 2 ðàçáèâàåòñÿ íà ïîä-

ìíîæåñòâà 2
iM  òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäûé èç íèõ çàêàí÷èâàëñÿ

íà i.
Øàã 3. Â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå âûäåëÿåòñÿ ïóòü ìèíèìàëü-

íîé äëèíû.

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷àåì 2
minM  – ìíîæåñòâî ïóòåé âòî-

ðîãî ðàíãà, â êîòîðîì êàæäûé ïóòü ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì
âòîðîãî ðàíãà îò âåðøèíû s ê ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå t. Èñ-

ïîëüçóÿ ìíîæåñòâî 2
minM , ñòðîÿòñÿ âñå ïóòè ðàíãà 3 êî âñåì

âåðøèíàì ãðàôà. Äàëåå ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî M 3 ðàçáèâàåòñÿ

íà ïîäìíîæåñòâà 3
iM , â êàæäîì èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïóòü

ìèíèìàëüíîé äëèíû.
Âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû À ïîâòîðÿåòñÿ äî ïîñòðîåíèÿ ïóòåé

ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ðàíãà r = n — 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå (n — 1)-ãî øàãà ïîâòîðåíèÿ ïðîöåäóðû À

áóäóò ïîëó÷åíû âñå âîçìîæíûå êàíäèäàòû íà êðàò÷àéøèå ïóòè
ìåæäó âåðøèíàìè s è ðàíãîâ r = 1, 2,..., n — 1. Âûáèðàÿ ñðåäè
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íèõ äëÿ êàæäîé âåðøèíû ïóòè ìèíèìàëüíîé äëèíû, îïðåäåëÿåì
êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âåðøèíîé s è îñòàëüíûìè âåðøèíàìè
ãðàôà.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæ-
äó çàäàííîé âåðøèíîé s è îñòàëüíûìè âåðøèíàìè ãðàôà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ øàãîâ.

Àëãîðèòì À1
Øàã 1. Ïðîöåäóðà À ïîâòîðÿåòñÿ (n — 1) ðàç; â ðåçóëüòàòå

ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ïóòåé âñåõ âîçìîæíûõ
ðàíãîâ êî âñåì âåðøèíàì.

Øàã 2. Â êàæäîì èç ïîëó÷åííûõ íà øàãå 1 ìíîæåñòâ ïóòåé
âûáèðàþòñÿ ìèíèìàëüíûå ïóòè ê âåðøèíå i, êîòîðûå è ÿâëÿþò-
ñÿ èñêîìûìè êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè îò âåðøèíû s ê îñòàëüíûì
âåðøèíàì ãðàôà G.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Àëãîðèòì À1 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êðàò-
÷àéøèå ïóòè ìåæäó çàäàííîé âåðøèíîé s è îñòàëüíûìè âåðøè-
íàìè ãðàôà G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîöåäóðà ïîñòðîèëà âñå ïóòè ðàíãà 1
îò âåðøèíû s ê îñòàëüíûì âåðøèíàì ãðàôà è íà èõ áàçå – âñå
âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà r = 2, ò. å. ñôîðìèðîâàíû âñå ïîäìíîæå-
ñòâà Ì³

r=2. Âûáåðåì â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå êðàò÷àéøèé ïóòü
* 2r
i
 . Ïîíÿòíî, ÷òî ïóòè * 2r

i


 
ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè

ðàíãà r = 2 ê âåðøèíàì ³, ïîñêîëüêó íà ýòîì øàãå êàæäîå èç
ïîäìíîæåñòâ ñîäåðæèò âñå âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà r = 2. Ñôîð-

ìèðóåì íà áàçå ïóòåé { * 2r
si
 } â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì À1 âñå

âîçìîæíûå ïóòè ðàíãà r = 3, ò. å. ïîäìíîæåñòâà Mi
r=3, è âûäåëèì

â êàæäîì ïóòè êðàò÷àéøèé ïóòü * 3r
si
 .

Äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ïóòè * 3r
si
  ÿâëÿþòñÿ

êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè ðàíãà r = 3 èç âåðøèíû s â âåðøèíû

(1, )i n , i  s. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê íåêîòîðîé âåðøèíå

i = j åñòü ïóòü ** 3r
si

 , äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå, ÷åì * 3r
si
 . Ïîñêîëü-

êó äëèíû ïóòåé ðàíãà r = 3 â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåííîé ïðî-

öåäóðîé îïðåäåëÿþòñÿ êàê  3 2= min , (1, ),r r
si si ijd d l i n     (1, ),j n

,i j  ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, åñëè â ãðàôå

åñòü áîëåå êîðîòêèé ïóòü ** 2r
si


 
ðàíãà r = 2, ÷åì ïóòè * 2r

i
 . Ýòî

íåâîçìîæíî, òàê êàê â ãðàôå G îíè ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè ïó-
òÿìè ðàíãà r = 2.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãîðèòì À1 ïîñòðîèë êðàò÷àéøèå ïóòè
*r k
si
  ðàíãà r = k êî âñåì âåðøèíàì ãðàôà. Äàëåå â ñîîòâåòñòâèè

ñ ïðîöåäóðîé À1 ïîñòðîèì íà èõ îñíîâå âñå âîçìîæíûå ïóòè
ðàíãà r = k + 1, ò. å. ñôîðìèðóåì ìíîæåñòâà M³

r=k+1 è â êàæäîì

ìíîæåñòâå M³
r=k+1, (1, )i n  âûäåëèì êðàò÷àéøèå ïóòè * 1r k

si
  .

Äîêàæåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè ðàíãà r =
= k + 1. Äëÿ ýòîãî ïîâòîðèì ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå: ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî åñòü ïóòü ** 1r k
si

 
 
êîðî÷å, ÷åì ïóòü * 1r k

si
  , ÷òî ïðîòè-

âîðå÷èò ïåðâîíà÷àëüíîìó ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ïîñòðîåí-

íûå àëãîðèòìîì À1 ïóòè *r k
si


 
ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè

ðàíãà r = k è, ñëåäîâàòåëüíî, ïóòè * 1r k
si
   äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþò-

ñÿ êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè ðàíãà r = k + 1.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì À1 ïðè r = 3 îïðåäå-

ëÿåò êðàò÷àéøèå ïóòè ðàíãà r = 3. Íà èõ îñíîâå àëãîðèòì À1

ïîñòðîèë êðàò÷àéøèå ïóòè ðàíãà r = k + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, â

ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè àë-

ãîðèòì À1 ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü êðàò÷àéøèå ïóòè ïðîèçâîëü-

íîãî ðàíãà.
Ïîñëå (n — 1)-ãî øàãà âî âñåõ ìíîæåñòâàõ Ìi

r  ïîñòðîåíû ïó-

òè *r
si . Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (4.6) îïðåäåëåíû

êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âåðøèíîé s è âñåìè îñòàëüíûìè âåð-
øèíàìè ãðàôà, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà À1 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ

âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ìíîæåñòâà {Ìi
r} ìîãóò îêàçàòüñÿ ïóñ-

òûìè. Ýòî âîçìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà ïóòè òåêóùåãî ðàíãà r

ê âåðøèíå i â ãðàôå G îòñóòñòâóþò, è êîãäà ïóòü ñóùåñòâóåò, íî

àëãîðèòì À1 íå ñìîã åãî ïîñòðîèòü (òóïèêîâàÿ ñèòóàöèÿ).
Ïîêàæåì, ÷òî òóïèêîâûå ñèòóàöèè íå íàðóøàþò îïòèìàëü-

íîñòü àëãîðèòìà À1. Òóïèêîâàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò èìåòü ìåñòî â

ñëó÷àå, åñëè Ìt
r=q+1 = . Ñîãëàñíî àëãîðèòìó À1 ïîäìíîæåñòâî

ôîðìèðóåìûõ ïóòåé Ìi
r ìîæåò áûòü ïóñòûì, åñëè âåðøèíà t âî-

øëà âî âñå êðàò÷àéøèå ïóòè ðàíãà r = q ê âåðøèíàì (1, )i n .

Óòâåðæäåíèå 4.2. Åñëè â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà À1 ïî-

ñòðîåíû êðàò÷àéøèå ïóòè ñëåäóþùèõ ðàíãîâ * 1r
st
 ,  

* 2r
st
 , …, 

*r q
st


è ïîäìíîæåñòâî ïóòåé * 1r q
stM    = , òî êðàò÷àéøèì ïóòåì ìåæäó

âåðøèíàìè s è t ÿâëÿåòñÿ ïóòü *
st  = min { * 1r

st
 , 

* 2r
st
 , …, 

*r q
st
 }.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïîäìíîæåñòâî 1r q
stM    = , òî âåð-

øèíà t âîøëà â ïóòè *r q
si
 , ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé êðàò÷àéøèå

ïóòè ðàíãà r = q èç âåðøèíû s êî âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì

ãðàôà (1, )i n . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü ïóòü ** 1k q
st

  , êîòîðûé êî-

ðî÷å ïóòè * 1r q
st
  . Ýòî âîçìîæíî â ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóþò ïóòè

**r q
st

 , áîëåå êîðîòêèå, ÷åì ïóòè *r q
st
  ðàíãà r = q, íå ïðîõîäÿùèå

÷åðåç âåðøèíó t.
Îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî ïóòè

*r q
si
 , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíó t, ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè ïó-

òÿìè ðàíãà r = q  ê âåðøèíàì i, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå î

íàëè÷èè áîëåå êîðîòêîãî ïóòè ** 1k q
st

  , ÷åì ïóòü *
st , íåâåðíî,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 4.2 âûòåêàåò èç ñâîéñòâà, ïðè-

ñóùåãî âñåì êðàò÷àéøèì ïóòÿì, – ëþáîé îòðåçîê êðàò÷àéøåãî
ïóòè òàêæå åñòü êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó ñîåäèíåííûìè èì âåð-
øèíàìè. Èç óòâåðæäåíèÿ 4.2 ñëåäóåò âàæíûé âûâîä: åñëè âåñà â

ìàòðèöå äëèí L = ijl  – ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, òî âîçíèê-

íîâåíèå òóïèêîâûõ ñèòóàöèé íå âëèÿåò íà îïòèìàëüíîñòü ðàáî-
òû àëãîðèòìà À1, ïîñêîëüêó êðàò÷àéøèå ïóòè ñàìè ÿâëÿþòñÿ èñ-
òî÷íèêîì âîçíèêíîâåíèÿ òóïèêîâ. Çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå ðåøèòü
çàäà÷ó, åñëè â ìàòðèöå âåñîâ (äëèí) ñîäåðæàòñÿ âåñà îòðèöàòåëü-
íîé âåëè÷èíû è åñòü öèêëû îòðèöàòåëüíîé äëèíû. Â àíàëèçè-
ðóåìîì ãðàôå â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà À1
ìîæåò íàðóøèòüñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïåðåéòè ê äðóãîìó
êëàññó çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè – NP-ïîëíûì çàäà÷àì,
âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ êîòîðûõ íà ãðàôå G òðåáóåò äîïîëíèòåëü-
íîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ôàêòè÷åñêè ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì À1 îòîáðàæàåò îñíîâíîå
ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
äëÿ äàííîé çàäà÷è:

1
min min[ ] min { [ ] },r r

ij
r

d i d i l 
                   

(4.7)

ãäå min [ ]rd i  – ìèíèìàëüíàÿ äëèíà (r — 1)-ãî ðàíãà îò âåðøèíû s

ê âåðøèíå i.
Òàê êàê ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ðàçâîðà÷èâàåò ïðîöåññ äè-

íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îò ïåðâîãî øàãà ê ïîñëåäíåìó,
òî íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ âîçìîæíî ïîñëå íàõîæäåíèÿ
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âñåõ óñëîâíûõ ëîêàëüíûõ ðåøåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Ïðè ýòîì âåëè÷èíû êðàò÷àéøèõ ïóòåé
îò êîðíåâîé âåðøèíû s êî âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì i îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

1
min min[ ] min { [ ]}.r

r
d i d i

                        
(4.8)

Èñïîëüçîâàíèå ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà [19] ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
êðàò÷àéøèå ïóòè èç íåêîòîðîé, ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû s ãðàôà
G êî âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì ýòîãî ãðàôà.

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ àëãîðèòìà À1 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà
êàæäîì øàãå ðàáîòû ñðàâíèâàþòñÿ âåëè÷èíû ïóòåé îäíîãî è òîãî
æå ðàíãà. Ýòî, â îòëè÷èå îò àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå
ðàññòàíîâîê ìåòîê, ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ýôôåêòèâíîå ðàñïàðàë-
ëåëèâàíèå àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôå.

4.5. АЛГОРИТМ А2
(ПАРАЛЛЕЛЬНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ АЛГОРИТМА А1)

Ïîñêîëüêó ôîðìèðîâàíèå ìíîæåñòâ ïóòåé Ì íà êàæäîì ðàíãå
ìîæíî ïðîâîäèòü îäíîâðåìåííî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿ-
ìè (4.7) è (4.8) äëÿ çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà À1 ïðè åãî ïà-
ðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî (n — 1) ðàç âûïîëíèòü îïåðà-
öèè ñëîæåíèÿ è ñðàâíåíèÿ è îäíó îïåðàöèþ âûáîðà ìèíèìàëü-
íîãî ýëåìåíòà â ìàññèâå, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì (4.7). Ïî-
ñëå ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ïóòåé M r+1 â ìíîæåñòâàõ ïðåäûäóùåãî
ðàíãà M r íåîáõîäèìî ñîõðàíÿòü òîëüêî ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ

min
rd , è, ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì òðåáóåìîé ïàìÿòè äëÿ ðåàëèçàöèè

àëãîðèòìà À2 îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïóòåé, ôîðìèðóåìûõ íà
äàííîì ðàíãå. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïóòåé ðàâíî n2 —  3n + 2, òàê êàê

â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå r
iM  ñîäåðæèòñÿ (n — 2) ïóòè ðàíãà r, à

÷èñëî òàêèõ ïîäìíîæåñòâ ðàâíî (n — 1). Òàêèì îáðàçîì, âðåìåí-
íàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà À2 íå ïðåâûøàåò O(n), òðåáóåìûé îáúåì
ïàìÿòè – O(n2). Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà À2 â ïîñëåäîâà-
òåëüíîì âàðèàíòå åãî ðåàëèçàöèè íå ïðåâûñèò O(n3).

Áûñòðîäåéñòâèå àëãîðèòìà À2 ìîæåò áûòü ïîâûøåíî, åñëè
äëÿ óðàâíåíèÿ (4.7) â êàæäîì èç ôîðìèðóþùèõ ìíîæåñòâ M r

ââåñòè äîïîëíèòåëüíóþ ïðîâåðêó:

1
min min[ ] [ ].r rd i d i

                             
(4.9)
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Åñëè íà ðàíãå r äëÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿ (4.9), òî äàëüøå èñïîëüçîâàòü åãî íå ñëåäóåò, òàê êàê âñå ïîëó-
÷åííûå íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ âåëè÷èíû ïóòåé áîëåå âûñîêîãî
ðàíãà áóäóò çàâåäîìî äëèííåå, ÷åì êðàò÷àéøèå ïóòè, ïîëó÷åííûå
äî ðàíãà r + 1. Â õóäøåì ñëó÷àå, êîãäà êðàò÷àéøèì ïóòåì ÿâëÿåòñÿ
ãàìèëüòîíîâ ïóòü, âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ðàâíà O(n). Ïîñëåäíÿÿ ñè-
òóàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ äîâîëüíî ðåäêî, è ââåäåíèå ïðîâåðêè íåðàâåí-
ñòâà (4.9) ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî øàãîâ â
ïðîöåäóðå À2. Åñëè â ãðàôå ðàíãà r îïðåäåëÿåòñÿ êðàò÷àéøèé ïóòü,
òî îí áóäåò íàéäåí íà (r + 1)-ì øàãå. Íåîáõîäèìàÿ ïàìÿòü äëÿ ðåà-
ëèçàöèè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíà Î(n2).

Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ À2 îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ íà èõ îñíîâå ïàðàëëåëüíûõ àðõèòåêòóð âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåì â ïðîöåññîðíûõ ýëåìåíòàõ íåîáõîäèìî èìåòü (n — 1)-íó
ãðóïïó ðåãèñòðîâ äëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî õðàíåíèÿ ïóòåé è ïðè
ýòîì, åñëè ñåòü çàäàåòñÿ íåïîëíûì ãðàôîì, áîëüøàÿ ÷àñòü ðåãè-
ñòðîâ íå èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò ðàçìåð-
íîñòü ðåøàåìûõ çàäà÷.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû ñàìûå êîðîòêèå ïóòè r
sj


 
â êàæäîì

ïîäìíîæåñòâå r
sjm . Òîãäà ñàìûé êîðîòêèé ïóòü îò âåðøèíû s ê

âåðøèíå j ðàâåí * 1 2 1min { , , ..., }r r r n
sj sj sj sj

r

            . Îáîçíà÷èì äëèíó

ïóòè r
sj
  êàê d( r

sj
 ) è íàçîâåì åå ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì ðàíãà r ê

âåðøèíå j, d( * r
sj
 ) – ãëîáàëüíûì ýêñòðåìóìîì ðàíãà r ê âåðøèíå j

è äëèíó d( r
sj
 ) = min { }r

sj
j

  – ãëîáàëüíûì ýêñòðåìóìîì íà ÿðóñå.

Òîãäà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè (ÊÏ) ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ
â ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëÿåìîì ñòÿíóòûì äåðåâîì ïóòåé. Èñïîëüçóÿ
ñâîéñòâî, ÷òî ëþáîé îòðåçîê ÊÏ ÿâëÿåòñÿ òàêæå êðàò÷àéøèì ïó-
òåì ìåæäó âåðøèíàìè, îïðåäåëÿþùèìè äàííûé îòðåçîê, ìîæíî
ïîñòðîèòü ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ ÊÏ ìåæäó çàäàííîé âåðøèíîé
s è âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G(V, E).

4.6. АЛГОРИТМ А3

Øàã 1. Èç âåðøèíû s ñòðîèì ïóòè 1r
sjm  , (1, 1)j n  , îïðåäå-

ëÿåì ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû è íàõîäèì ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì

d( 1r
sj
  ) íà ÿðóñå. Âåðøèíó j èñêëþ÷àåì èç äàëüíåéøåãî àíàëèçà.
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Øàã 2. Íà îñíîâå ïóòè, ñîîòâåòñòâóþùåãî òå-
êóùåìó ãëîáàëüíîìó ýêñòðåìóìó íà ÿðóñå, ñòðî-

èì âñå âîçìîæíûå ïóòè ìíîæåñòâà : 1r r
sjm    è ïîä-

òÿãèâàåì â íèõ ïóòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ëîêàëüíûì
ýêñòðåìóìàì ïðåäûäóùåãî ðàíãà. Ïîñëå ýòîãî
îïðåäåëÿåì ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû âî ìíîæåñò-

âàõ : 1r r
sjm    è ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì íà ÿðóñå (r +

+ 1), ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîé âåðøèíå j.
Âåðøèíó j èñêëþ÷àåì èç äàëüíåéøåãî àíàëèçà.

Øàã 3. Ïðîâåðÿåì, èìååò ëè ìåñòî ðàâåíñò-
âî r = n — 1; åñëè íåò, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 2;
èíà÷å àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.

Ïîÿñíèì ðàáîòó äàííîé ïðîöåäóðû íà ïðèìåðå. Ïóñòü òðåáó-
åòñÿ îïðåäåëèòü ÊÏ â ãðàôå G, ïðèâåäåííîì íà ðèñ. 4.3, îò âåð-
øèíû 1 êî âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì ãðàôà. Ïðîöåññ ðàáîòû
ïðîöåäóðû íà âñåõ åå øàãàõ ðàáîòû ïðèâåäåí â òàáë. 4.1, â êîòî-
ðîé êàæäûé êâàäðàò ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå â ñòÿíóòîì äåðåâå
ïóòåé. Â òàáë. 4.1 ïîêàçàíû ïóòè, ïîñòðîåííûå ïðîöåäóðîé íà
âñåõ ÿðóñàõ, ñèìâîëîì * îòìå÷åíû ïóòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ëî-
êàëüíûì ýêñòðåìóìàì, à ñèìâîëîì ** – ïóòè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ãëîáàëüíûì ýêñòðåìóìàì íà ÿðóñàõ (â ñêîáêàõ óêàçàíà äëèíà ïóòè).

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ äëÿ àëãîðèòìà À2 ñî-
ñòàâëÿåò n2/log2n, à äëÿ àëãîðèòìà À3 – n/log2n. Ïðè ýòîì â àëãî-
ðèòìå À2 ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïóòåé, ôîðìèðóåìûõ âî ìíî-

æåñòâàõ r
sjm

 
íà ïðîèçâîëüíûõ ðàíãàõ, íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû

(n — 1), à äëÿ àëãîðèòìà À3 – äâóõ ïóòåé. Êðîìå òîãî, àëãîðèòì À2
âñåãäà äîëæåí ñòðîèòü ïóòè ðàíãà r = n — 1, à àëãîðèòì À3 – äî
íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ rk, îïðåäåëÿåìîãî íåðàâåíñòâîì (4.9).

Т А Б Л И Ц А  4.1. Процесс построения дерева кратчайших путей

12(1)**
2

--------------
2

--------------
2

----------------
2

12(1)

13(5)* 3 123(2)**
13(5) 3

--------------
3

----------------
3

123(2)

 -------
4

124(4)* 4 1234(4)
124(4)** 4

----------------
4

124(4)

 --------
5

 -----------
5

1235(6)* 5 1245(5)**
1235(6) 5

1245(5)

r = 1 r = 2 r = 3 r = 4

Ðèñ. 4.3. Ãðàô G
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Т А Б Л И Ц А  4.2. Значения среднего ранга кратчайших путей

N 25 30 35 40 45 50 60 70

rk 7 8 8 8 9 9 9 10

max r 11 11 11 12 12 12 14 12

Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

èññëåäîâàíèé ñðåäíèõ çíà÷åíèé ðàíãîâ êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ïðî-

èçâîëüíûõ ãðàôàõ ñ âåñîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, èçìåíÿþùèìè-

ñÿ ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó, äëÿ ãðàôîâ ñ êîëè÷åñòâîì âåðøèí â

äèàïàçîíå îò 5 äî 70 è ñ ïëîòíîñòÿìè ðåáåð â äèàïàçîíå îò 0,125

äî 1 ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ rk, ïðèâåäåííûå â òàáë. 4.2.

Òàêèì îáðàçîì, âûèãðûø àëãîðèòìà À2 îòíîñèòåëüíî àëãî-

ðèòìà À3 îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé n/rk.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòàïà 1 ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåí-

íóþ ïàðàëëåëüíóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà Ôîðäà (àëãîðèòì À2)

è àëãîðèòì Äåéêñòðû (àëãîðèòì À3), èñïîëüçóþùèõ ðàíãîâûé

ïîäõîä.

4.7. МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
НАХОЖДЕНИЯ КРАТЧАЙШЕГО ГАМИЛЬТОНОВА ЦИКЛА

Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòàïà 2 ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðåä-
ëîæåííîãî ïîäõîäà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ýôôåêòèâíûé àë-
ãîðèòì îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà (ÊÃÖ).

4.7.1. Формализация задачи КГЦ

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô
G(V, E) ñ n âåðøèíàìè è m ðåáðàìè, ïðîíóìåðîâàííûìè îò 1 äî
m. Êàæäîé âåðøèíå i ãðàôà èíöèäåíòíî (n — 1)-íî ðåáðî. Ïîñòà-

âèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó r-ó ðåáðó ïåðåìåííóþ rÕ , ïðèíè-

ìàþùóþ çíà÷åíèå, ðàâíîå 1, åñëè ðåáðî âõîäèò â ãàìèëüòîíîâ
öèêë, è ðàâíîå 0 – â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
ïåðåìåííûõ îáîçíà÷èì W, ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâíà

( 1)

2

n n 
. Òîãäà ñóììà ïåðåìåííûõ 

1

1

,
n

r
r

X



  âõîäÿùèõ â ãàìèëüòî-

íîâ öèêë äëÿ êàæäîé âåðøèíû i, äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
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1

1

n

r
r

X



 = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñ-

òåìà áóëåâûõ óðàâíåíèé

1

1

n

r
r

X



 = 2 (i = 1),

1

1

n

r
r

X



 = 2 (i  = 2),

…, 
1

1

n

r
r

X



 = 2 (i = n)     (4.10)

îïèñûâàåò âñå âîçìîæíûå öèê-
ëû â ãðàôå G(V, E), ò. å. äëÿ
îïèñàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî öèêëà
â ãðàôå G(V, E) íåîáõîäèìî âûäåëèòü òàêîå ïîäìíîæåñòâî ïåðå-

ìåííûõ { rÕ }, ÷òîáû â êàæäîì óðàâíåíèè â (4.10) ïðèñóòñòâîâà-

ëî òîëüêî ïî äâå ïåðåìåííûå.
Åñëè êàæäîå ðåáðî r è, ñîîòâåòñòâåííî, êàæäàÿ ïåðåìåí-

íàÿ rÕ  èìåþò âåñîâóþ õàðàêòåðèñòèêó Ðr, è åñëè â êàæäîì i-ì

óðàâíåíèè ñèñòåìû âûäåëèòü ïîäìíîæåñòâî òàêèõ ïåðåìåííûõ

{ rÕ }, ÷òîáû â êàæäîì óðàâíåíèè (4.10) ïðèñóòñòâîâàëî ïî äâå

ïåðåìåííûõ è ñóììà âåñîâ ïåðåìåííûõ áûëà ìèíèìàëüíîé, òî
äàííîå ïîäìíîæåñòâî îáðàçóåò öèêë èç ðåáåð ãðàôà, è îí áóäåò
èìåòü ìèíèìàëüíóþ äëèíó. Íàïðèìåð, ãðàô G, ïðèâåäåííûé íà
ðèñ. 4.3, ñ ìàòðèöåé âåñîâ Ð è íóìåðàöèåé ðåáåð, ïîêàçàííîé íà
ðèñ. 4.4, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû áóëåâûõ
óðàâíåíèé:

1 2 3

1 4 5

2 4 6

3 5 6

2 ; 1;

2 ; 2;

2; 3;

2; 4,

Õ Õ Õ i

Õ Õ Õ i

Õ Õ Õ i

Õ Õ Õ i

   
   
   
   

                (4.11)

è ïðè ýòîì êàæäîå ðåáðî â (4.11) õàðàêòåðèçóåòñÿ âåñîâîé õàðàê-
òåðèñòèêîé Ðr (òàáë. 4.3).

Т А Б Л И Ц А  4.3. Описание графа (см. рис. 4.4)

Хr Х1 Х2 Х3 Х4 Х5 Х6

Êîíöåâûå âåð-
øèíû ðåáðà (i, j)

(1,2) (1,3) (1,4) (2,3) (2,4) (3,4)

Âåñ ðåáðà Ðr 0 2 1 1 2 0

Ðèñ. 4.4. Íóìåðàöèÿ ðåáåð ãðàôà G
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå â (4.10) âûïîëíÿ-
ëîñü, â íåì äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü òîëüêî äâå ïåðåìåííûå, ðàâ-
íûå 1, à îñòàëüíûå äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ, ïîñêîëüêó â ãà-
ìèëüòîíîâ öèêë âõîäèò òîëüêî ïî äâà ðåáðà, èíöèäåíòíûõ êàæ-
äîé âåðøèíå i.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñî÷åòàíèé ïàð ïåðå-

ìåííûõ l kX X  â êàæäîì i-ì óðàâíåíèè ÷åðåç i . Òîãäà ìîù-

íîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà áóäåò ðàâíà 
( 1)( 2)

2
i

n n 
    , òàê êàê

äëÿ ïîëíîãî ãðàôà çíà÷åíèÿ i  âî âñåõ óðàâíåíèÿõ áóäóò îäèíà-

êîâû. Òîãäà óðàâíåíèÿ (4.10) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì
âèäå:

1

1, 1;
l k i

l k
x x

X X i


 

2

1, 2;
l k i

l k
x x

X X i


 
                      

(4.12)

,…,

1, .
l k i n

l k
x x

X X i n


 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.12) óðàâíåíèÿ (4.11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

1 2 1 3 2 3

1 4 1 5 4 5

2 4 2 46 6

3 5 3 56 6

1 ; 1;

1 ; 2;

1; 3;

1; 4.

Õ X X Õ X Õ i

Õ X X Õ X Õ i

Õ X X Õ X Õ i

Õ X X Õ X Õ i

   
   
   
   

             

(4.13)

Ïàðû l kX X  â âûðàæåíèÿõ (4.12) è (4.13) áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü

ñóììàðíîé âåñîâîé õàðàêòåðèñòèêîé lkP , ðàâíîé ñóììå âåñîâûõ

õàðàêòåðèñòèê lP  è kP  ïåðåìåííûõ lX è kX  ñîîòâåòñòâåííî. Îñî-

áåííîñòüþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.12) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîäìíîæå-

ñòâà ïåðåìåííûõ { rÕ }, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå êâàäðàòè÷íûõ

áóëåâûõ óðàâíåíèé (4.12), äîëæíû èìåòü â êàæäîì èç óðàâíåíèé
ýòîé ñèñòåìû òîëüêî ïî äâå ïåðåìåííûõ, ðàâíûõ 1, ÷òîáû ýòîò
íàáîð îïðåäåëÿë ãàìèëüòîíîâ öèêë â ãðàôå G(V, E). Òàêèì îáðà-
çîì, çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà â ãðà-
ôå G(V, E) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïîä-

ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ { rÕ }, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå êâàäðà-
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òè÷íûõ áóëåâûõ óðàâíåíèé (4.12) è èìåþùåãî ìèíèìàëüíóþ ñóì-
ìàðíóþ âåñîâóþ õàðàêòåðèñòèêó.

Êàæäîå i-å óðàâíåíèå â (4.12) áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü âåëè÷è-

íîé max min
i i iP P   , îïðåäåëÿåìîé êàê ðàçíîñòü ìåæäó ìàêñè-

ìàëüíîé âåñîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëàãàåìîãî è ìèíèìàëüíîé
âåñîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëàãàåìîãî â i-ì óðàâíåíèè è âåñîâîé

õàðàêòåðèñòèêîé min

1

.
i

i i i
i

P P




    Äëÿ óðàâíåíèé (4.13) â ñîîò-

âåòñòâèè ñ òàáë. 4.4 ýòè õàðàêòåðèñòèêè áóäóò èìåòü âèä

2 1 3

1 2 1 3 2 3 1 11) 1; 2; 5;i X X X X X X       

1 2 3

1 4 1 5 4 5 2 22) 1; 2; 5;i X X X X X X       

3 2 1

2 4 2 4 3 36 63) 1; 2; 5;i X X X X X X       
       

(4.14)

3 1 2

3 5 3 5 4 46 64) 1; 2; 5.i X X X X X X       

Â óðàâíåíèÿõ (4.14) íàä êàæäîé ïàðîé ïåðåìåííûõ l kX X

óêàçàíà ñóììà âåñîâûõ õàðàêòåðèñòèê lP  è kP  ïåðåìåííûõ lX
 
è

kX  ñîîòâåòñòâåííî. Âûäåëèì â ñèñòåìå (4.14) áàçîâîå óðàâíå-

íèå, îïðåäåëÿåìîå íà îñíîâå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

i . Â ñëó÷àå, åñëè ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ îêàæóòñÿ ðàâíûìè, â

êà÷åñòâå áàçîâîãî óðàâíåíèÿ âûáèðàåòñÿ òî, êîòîðîå èìååò áîëü-

øåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà i ; â ñëó÷àå, åñëè i  è i  îêàæóòñÿ

ðàâíûìè, â êà÷åñòâå áàçîâîãî óðàâíåíèÿ âûáèðàåòñÿ ëþáîå èç

íèõ. Òàê êàê â (4.14) â óðàâíåíèÿõ ïàðàìåòðû i  è i  ðàâíû, òî

ëþáîå èç íèõ ìîæåò áûòü âûáðàíî â êà÷åñòâå áàçîâîãî óðàâíå-
íèÿ. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïàðà ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóåò îáúåäè-

íåíèþ ïàðû ðåáåð – –i p j , òî äàëåå âìåñòî óðàâíåíèé (4.12) ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð ðåáåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïàðàì ïåðåìåííûõ l kX X  â (4.12).

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî óðàâíåíèé (4.14) èìååì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðåáåð ñëåäóþùåãî âèäà:

0 2 0 1 2 1

1) 2 1 3; 2 1 4; 3 1 4;i       
0 1 0 2 1 2

2) 1 2 3; 1 2 4; 3 2 4;i       
              

(4.15)
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2 1 2 0 1 0

3) 1 3 2; 1 3 4; 2 3 4;i       
1 2 1 0 2 0

4) 1 4 2; 1 4 3; 2 4 3.i       

Â (4.15) íàä ðåáðàìè ïðèâåäåíû èõ âåñîâûå õàðàêòåðèñòèêè, ïðè

ýòîì êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò òå æå õàðàêòåðèñòèêè i
è i , ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ â (4.14). Äëÿ ðåøåíèÿ

ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.12) â (4.15) íåîáõîäèìî óêàçàòü â êàæäîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíó ïàðó ðåáåð òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè
îáðàçîâûâàëè öèêë ìèíèìàëüíîé äëèíû.

4.7.2. Процедура формирования одного цикла В

Ïîñòðîåíèå öèêëà íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé áàçîâîìó óðàâíåíèþ, âûáèðàÿ â íåé ïàðó ðåáåð ñ ìè-
íèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì. Íàïðèìåð, ïóñòü ýòî áóäåò ïàðà

ðåáåð – –i s j  ñ ñóììàðíûì âåñîì ( )is sjP P . Äàëåå ôîðìèðîâà-

íèå öèêëà ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ íà îñíîâå îáúåäèíåíèÿ ñ äðó-

ãîé ïàðîé ðåáåð: ëèáî ïî ðåáðó –i s , ëèáî ïî ðåáðó –s j . Åñëè

îñóùåñòâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå öèêëà ïî ðåáðó –s j , òî îñóùåñò-

âëÿåòñÿ ïåðåõîä íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü i j  è â íåé ïðîñìàòðè-

âàþòñÿ âñå ïàðû ðåáåð, ñîäåðæàùèå ðåáðî –s j . Ñðåäè íèõ âû-

áèðàåòñÿ ïàðà ðåáåð ñ ìèíèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì. Ïóñòü

ýòî áóäåò ïàðà ðåáåð – –s j t . Äàëåå îñóùåñòâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå

ñ äðóãîé ïàðîé ïî ðåáðó –j t , äëÿ ÷åãî âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä íà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü i t  è â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñìàò-

ðèâàþòñÿ âñå ïàðû ðåáåð, ñîäåðæàùèå ðåáðî –j t . Ñðåäè íèõ âû-

áèðàåòñÿ ïàðà ðåáåð ñ ìèíèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì – ïàðà

– –j t q . Íà äàííûé ìîìåíò ñôîðìèðîâàíà öåïî÷êà – – – –i s j t q ,

è äàëåå àíàëîãè÷íî, ïåðåõîäÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü i q , ñíîâà

â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå ïàðû ðåáåð, ñî-
äåðæàùèå ðåáðî –t q , ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ ïàðà ðåáåð ñ ìèíè-

ìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì. Ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð,
ïîêà íå ïðîñìîòðèòñÿ (n — 1)-ÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîîòâåòñò-
âóþùàÿ ñèñòåìå óðàâíåíèé (4.12). Ïîñëåäíþþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìîæíî íå ïîñåùàòü, ïîñêîëüêó â íåé ãàðàíòèðîâàíî ñî-
äåðæèòñÿ ðåáðî, çàìûêàþùåå äàííóþ öåïî÷êó, òàê êàê â íåì íà-
õîäÿòñÿ âñå âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ ðåáåð ïî äâà, èíöèäåíòíûõ
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âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé íîìåðó äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïðè ýòîì â ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ öåïî÷êè íà ýòàïàõ âûáîðà
ïàðû ðåáåð, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïðîäëèòü öåïî÷êó, èç
àíàëèçà áóäóò èñêëþ÷àòüñÿ ïàðû ðåáåð âåðøèíû, êîòîðûå óæå
ïðèñóòñòâóþò â öåïî÷êå èëè îáðàçóþò ðàííèé öèêë. Òàêèì îáðà-

çîì, åñëè ñôîðìèðîâàíà öåïî÷êà – – – –i s j t q  è íà îñíîâå ðåáðà

–t q  â q-é ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîáõîäèìî íàéòè ïîäìíîæåñòâà

ðåáåð, ñîäåðæàùèõ ðåáðî –t q , òî èç àíàëèçà èñêëþ÷àþòñÿ ïàðû

âèäà – –t q s , – –t q j , òàê êàê âåðøèíû s, j óæå ñîäåðæàòñÿ â

ñôîðìèðîâàííîé öåïî÷êå, à òàêæå èñêëþ÷àåòñÿ ïàðà âèäà

– –t q i , åñëè ÷èñëî ðåáåð â öåïî÷êå ìåíüøå n, ïîñêîëüêó îíà

îáðàçóåò ðàííèé öèêë.
Íà áàçå ïðîöåäóðû Â ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà À4

îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà íà îñíîâå ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.12), ïðåäñòàâëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿìè íàáîðîâ ðåáåð âèäà (4.14), ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèÿì
ñèñòåìû (4.12).

4.7.3. Процедура А4

Øàã. 1. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïàð ðåáåð, îïðåäåëÿåìûõ

óðàâíåíèÿìè (4.12), ðàññ÷èòûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè i  è i ; âû-

áèðàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ êàê áàçîâîå óðàâíåíèå.
Øàã 2. Â áàçîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûäåëÿþòñÿ ïàðû ðå-

áåð ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì (èõ, â îáùåì ñëó÷àå, ìîæåò áûòü  ),

êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â ìíîæåñòâî U1. Òàêèì îáðàçîì, ñôîðìè-
ðîâàíû ðåáðà ïåðâîãî ÿðóñà.

Øàã 3. Ñ ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû Â âûáèðàåòñÿ ïàðà ðåáåð

– –i s j  èç U1, : 1    , äàëåå ïîäñîåäèíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðåáðî,

èëè, åñëè ïðè âûáîðå ìèíèìàëüíîé ïàðû ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ
îäèíàêîâûõ ïàð ðàâíî h, h ðåáåð. Òàêèì îáðàçîì, ñôîðìèðîâàíû
ðåáðà ñëåäóþùåãî ÿðóñà.

Øàã 4. Íà îñíîâå âñåõ ðåáåð, ñôîðìèðîâàííûõ íà ïðåäûäó-
ùåì ÿðóñå, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó Â, ôîðìèðóþòñÿ ðåáðà ñëåäóþ-
ùåãî ÿðóñà.

Øàã 5. Ïðîâåðÿåòñÿ, ðàâíî ëè ÷èñëî ïîñòðîåííûõ ÿðóñîâ
n — 1; åñëè íåò, òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä íà øàã 4, èíà÷å âû-
ïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèé øàã.

Øàã 6. Èç âñåõ ïîñòðîåííûõ öèêëîâ âûáèðàåòñÿ öèêë ìèíè-
ìàëüíîé äëèíû è çàíîñèòñÿ â ìíîæåñòâî U2.
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Т А Б Л И Ц А  4.4. Описание 6-вершинного полного графа

Xr
Концевые вершины

ребер (i, j)
Вес

ребра Рr
Xr

Концевые вершины
ребер (i, j)

Вес
ребра Рr

Õ1 (1,2) 0 Õ9 (2,6) 1
Õ2 (1,3) 0 Õ10 (3,4) 1
Õ3 (1,4) 1 Õ11 (3,5) 1
Õ4 (1,5) 1 Õ12 (3,6) 1
Õ5 (1,6) 0 Õ13 (4,5) 0
Õ6 (2,3) 0 Õ14 (4,6) 1
Õ7 (2,4) 1 Õ15 (5,6) 0
Õ8 (2,5) 0,5

Øàã 7. Ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî 0  , åñëè îíî íå âûïîëíÿ-

åòñÿ, òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä íà øàã 3, èíà÷å âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùèé øàã.

Øàã 8. Èç ìíîæåñòâà U2 âûáèðàåòñÿ ñàìûé êîðîòêèé öèêë.
Íà ýòîì ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, òàê êàê êðàò÷àéøèé

ãàìèëüòîíîâ öèêë íàéäåí.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðàáîòû ïðîöåäóðû À4 äëÿ 6-âåðøèííîãî

ïîëíîãî ãðàôà, çàäàííîãî íàáîðîì ðåáåð { }rX  ñ âåñîâûìè õàðàê-

òåðèñòèêàìè { }rP  (òàáë. 4.4).

Äëÿ äàííîãî ãðàôà óðàâíåíèÿ (4.12) è èõ õàðàêòåðèñòèêè i
è i  áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

00 1 1 1 1 0 2 1

1 2 1 3 1 4 1 5 2 3 2 4 2 5 3 4 3 51) X X X X X X X X X X X X X X X X X X        
1

4 5 1 11; 2; 8,X X     

10,5 0,5 1,50 1 1 1 2

1 1 7 1 8 1 9 7 8 9 7 8 7 96 6 6 62) X X X X X X X X X X X X X X X X X X        
1,5

8 9 2 21; 2; 10,X X     

10 1 1 1 1 1 2

2 2 10 2 11 2 12 10 11 12 10 116 6 6 63) X X X X X X X X X X X X X X X X       
2 2

10 12 11 12 3 31; 2; 12,X X X X      

22 2 1 2 1 2 1

3 7 3 10 3 13 3 14 7 10 7 13 7 14 10 134) X X X X X X X X X X X X X X X X       
2 1

10 14 13 14 4 41; 1; 15,X X X X      
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11,5 1,5 0,5 0,52 1 1

4 8 4 11 4 13 4 15 8 11 8 13 8 15 11 135) X X X X X X X X X X X X X X X X       

1 0

11 15 13 15 5 51; 2; 12,X X X X      

01 1 1 2 2 1 2

5 9 5 12 5 14 5 15 9 12 9 14 9 15 12 146) X X X X X X X X X X X X X X X X       

1 1

12 15 14 15 2 61; 2; 13 * .X X X X                                      (4.16)

Ñîñòàâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåáåð, ñîîòâåòñòâóþùèå

óðàâíåíèÿì (4.16) (â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íàä êàæäûì ðåáðîì

ïðèâåäåíà åãî âåñîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà):

0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0

1) 2 1 3; 2 1 4; 2 1 6; 2 1 5; 3 1 4; 5 1 3;           
0 0 1 1 0 1 1 0

6 1 3; 4 1 5; 6 1 4; 5 1 6;       
0,5 0,50 0 0 1 0 0 1 1 0 0

2) 1 2 3; 1 2 4; 1 2 5; 1 2 6; 4 2 3; 5 2 3;           
0,5 0,50 1 1 1 1 1

3 2 6; 4 2 5; 4 2 6; 6 2 5;       
0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

3) 1 3 2; 1 3 4; 1 3 5; 1 3 6; 2 3 4; 2 3 5;           
0 1 1 1 1 1 1 1

2 3 6; 4 3 5; 4 3 6; 5 3 6;       
1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0

4) 1 4 2; 1 4 3; 1 4 5; 1 4 6; 2 4 3; 2 4 5;           
1 1 1 0 1 1 0 1

2 4 6; 3 4 5; 3 4 6; 5 4 6;       
0,5 0,5 0,51 1 1 1 0 1 0 1 0

5) 1 5 2; 1 5 3; 1 5 4; 1 5 6; 2 5 3; 2 5 4;           
0,5 0 1 0 1 0 0 0

2 5 6; 3 5 4; 3 5 6; 4 5 6;       
0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 1

6) 1 6 2; 1 6 3; 1 6 4; 1 6 5*; 2 6 3; 2 6 4;           
1 0 1 1 1 0 1 0

2 6 5; 3 6 4; 3 6 5; 4 6 5 * .                                    (4.17)

Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé áàçîâîìó óðàâíåíèþ (â
(4.17) îòìå÷åíà çâåçäî÷êîé), âûáèðàåòñÿ ïàðà ðåáåð ñ ìèíèìàëü-

íûì ñóììàðíûì âåñîì – ýòî ðåáðà 
0 0

1 6 5   – ñ ñóììàðíîé âå-
ñîâîé õàðàêòåðèñòèêîé, ðàâíîé 0. Äàëåå íà îñíîâå ðåáðà 6–5
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(ýòî ðåáðî ïåðâîãî ÿðóñà) ôîðìèðóþòñÿ ðåáðà ñëåäóþùåãî ÿðóñà.
Äëÿ ýòîãî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 5) èùåì ïàðó ðåáåð, ñîäåð-
æàùóþ ðåáðî 6–5 ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì, êîòîðóþ ìîæíî ïîä-
ñîåäèíèòü ê ïðåäûäóùåé. Òàêîé ïàðîé ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ðåáåð 
0 0

4 5 6  . Òàêèì îáðàçîì, ñôîðìèðîâàíû ðåáðà âòî-

ðîãî ÿðóñà. Îáúåäèíÿÿ ïàðû 
0 0

1 6 5   è 
0 0

4 5 6  , ïîëó÷àåì öåïî÷-

êó 
0 0 0

1 6 5 4   .
Äàëåå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 4) èùåì ïàðó (ïàðû), ñîäåð-

æàùóþ ðåáðî 5–4 ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì. Òàêèìè ïàðàìè ÿâëÿ-

þòñÿ ðåáðà 
1 0 1 0 0 1

1 4 5; 3 4 5; 5 4 6      . Ïðè ýòîì ïîäñîåäèíåíèå

ïàðû ðåáåð 
1 0

1 4 5   ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ðàííåãî öèêëà
0 0 0 1

1 6 5 4 1    , à ïîäñîåäèíåíèå ïàðû
0 1

5 4 6   íåâîçìîæíî, ïî-

ñêîëüêó âåðøèíà 6 óæå ïðèñóòñòâóåò â ðåøåíèè. Ïîýòîìó ê ïðå-

äûäóùåìó ðåøåíèþ ìîæíî ïîäñîåäèíèòü ëèáî ïàðó 
1 0

3 4 5  , ëè-

áî 
1 0

2 4 5  , èìåþùèå îäèíàêîâûé âåñ (ñôîðìèðîâàíû ðåáðà òðå-
òüåãî ÿðóñà). Îáúåäèíÿÿ èõ ñ ïðåäûäóùèì ðåøåíèåì, ïîëó÷àåì

äâå âåòêè: 
0 0 0 1

1 6 5 4 3     è 
0 0 0 1

1 6 5 4 2    . Ñíà÷àëà ïðîäîëæàåòñÿ
ïîñòðîåíèå ïåðâîé âåòêè: äëÿ ýòîãî íà îñíîâå ðåáðà 4–3 ôîð-
ìèðóþòñÿ ðåáðà ÷åòâåðòîãî ÿðóñà, äëÿ ÷åãî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
3) èùåì ïàðó, ñîäåðæàùóþ ðåáðî 4–3 ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì.

Òàêîé ïàðîé ÿâëÿþòñÿ ðåáðà 
0 1

2 3 4 
 
è 

0 1

1 3 4  , íî îáúåäèíåíèå

ñ 
0 1

1 3 4   ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ ðàííåãî öèêëà 
0 0 0 1 0

1 6 5 4 3 1     ,

ïîýòîìó îáúåäèíÿåòñÿ 
0 1

2 3 4   ñ ïðåäûäóùèì ðåøåíèåì, ÷òî

ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ 
0 0 0 1 0

1 6 5 4 3 2     . Äàëåå íà îñíîâå ðåáðà 3–
2 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2) ôîðìèðóþòñÿ ðåáðà ïÿòîãî ÿðóñà,
èùåì ïàðó, ñîäåðæàùóþ ðåáðî 3–2 ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì. Òà-

êîé ïàðîé ÿâëÿþòñÿ ðåáðà 
0 0

1 2 3  , îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñ ïðå-

äûäóùèì ðåøåíèåì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü 
0 0 0 1 0 0

1 6 5 4 3 2 1.       Ïî-
ëó÷åí öèêë, ïîñêîëüêó íîìåð ÿðóñà ñòàë ðàâíûì 6 — 1 = 5, è
ïðè ýòîì âî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ïðèñóòñòâóåò ïàðà ðåáåð; â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1), êîòîðóþ íå àíàëèçèðîâàëè, – ýòî ïàðà

0 0

2 1 6   èç äàííîãî öèêëà. Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ñòðîèòñÿ âòî-
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Т А Б Л И Ц А  4.5. Описание 6-вершинного полного графа с нулевым ве-
сом в цикле

Хr
Концевые верши-
ны ребер (i, j)

Вес
ребра Рr

Хr
Концевые верши-
ны ребер (i, j)

Вес
ребра Рr

Õ1 (1,2) 0 Õ1 (2,5) 0
Õ1 (1,3) 0 Õ1 (2,6) 0
Õ1 (1,4) 1 Õ1 (3,4) 0
Õ1 (1,5) 1 Õ1 (3,6) 1
Õ1 (1,6) 0 Õ1 (4,5) 0
Õ1 (2,3) 0 Õ1 (4,6) 0
Õ1 (2,4) 1 Õ1 (5,6) 0

ðàÿ âåòêà, êîòîðàÿ èìååò 
0 0 0 1 0 0

1 6 5 4 2 3 1       è ÿâëÿåòñÿ öèêëîì ñ
äëèíîé, ðàâíîé 1. Ïîñêîëüêó îáà öèêëà èìåþò îäèíàêîâóþ äëè-
íó, òî â èñõîäíîì ãðàôå îíè ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè. Îòìåòèì,
÷òî íàðàùèâàíèå öåïî÷åê ðåáåð ìîæíî âåñòè â ëþáóþ ñòîðîíó è
ïðè ýòîì ðåçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð ñ ïîëíûì 6-âåðøèííûì ãðà-
ôîì, â êîòîðîì âñåì ðåáðàì, îáðàçóþùèì öèêë 1—2—3—4—5—6—1,
ïðèñâîåí âåñ, ðàâíûé íóëþ, à îñòàëüíûì ðåáðàì – ïðîèçâîëü-
íûì îáðàçîì ïðèñâîåíû âåñà, ðàâíûå 1 è 0. Îñîáåííîñòüþ äàí-
íîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëèíû âñåõ êðàò÷àéøèõ ãàìèëüòîíî-

âûõ öèêëîâ â íåì ðàâíû 0. Ãðàô çàäàí íàáîðîì ðåáåð{ }rX  ñ âå-

ñîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè { }rP  (òàáë. 4.5).

Ñîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåáåð, ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâ-
íåíèÿì (4.12):

0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0

1) 2 1 3; 2 1 4; 2 1 6; 2 1 5; 3 1 4; 5 1 3;           
0 0 1 1 0 1 1 0

6 1 3; 4 1 5; 6 1 4; 5 1 6;       
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

2) 1 2 3; 1 2 4; 1 2 5; 1 2 6; 4 2 3; 5 2 3;           
0 0 1 0 1 0 0 0

3 2 6; 4 2 5; 4 2 6; 6 2 5;       
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

3) 1 3 2; 1 3 4; 1 3 5; 1 3 6; 2 3 4; 2 3 5;           
0 0 0 0 0 1 0 0

2 3 6; 4 3 5; 4 3 6; 5 3 6;       
1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

4) 1 4 2; 1 4 3; 1 4 5; 1 4 6; 2 4 3; 2 4 5;           
1 0 0 0 0 0 0 0

2 4 6; 3 4 5; 3 4 6; 5 4 6*;       
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1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0

5) 1 5 2; 1 5 3; 1 5 4; 1 5 6; 2 5 3; 2 5 4;           
0 0 0 0 0 0 0 0

2 5 6; 3 5 4; 3 5 6; 4 5 6;       
0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 1

6) 1 6 2; 1 6 3; 1 6 4; 1 6 5; 2 6 3; 2 6 4;           
1 0 1 1 1 0 1 0

2 6 5; 3 6 4; 3 6 5; 4 6 5.                                       (4.18)

Áàçîâûì óðàâíåíèåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå, ñîñòàâëåííîå äëÿ

4-é âåðøèíû, ñ ìàêñèìàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè 4 2i    è

4 8i  . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð îòìå-

÷åíà çâåçäî÷êîé â (4.18). Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 4) èç (4.18) òðè
ïàðû ðåáåð èìåþò ìèíèìàëüíûé âåñ, ðàâíûé 0: 3–4–5; 3–4–6;
5–4–6. Íà îñíîâå ýòèõ ïàð ïðîöåäóðà À4 ïîñòðîèò òðè äåðåâà
(ðèñ. 4.5).

Íà ðèñ. 4.5 âñå ðåáðà äåðåâüåâ èìåþò âåñ, ðàâíûé 0, ò. å.
ïðîöåäóðà â èñõîäíîì ãðàôå ïîñòðîèëà âñå êðàò÷àéøèå öèêëû,
êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå ïàð ðåáåð 3–4–5; 3–4–6;
5–4–6. Â îáùåì ñëó÷àå, êðàò÷àéøèå öèêëû, ïîñòðîåííûå îò
ðàçíûõ ïàð ðåáåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçîâîìó óðàâíåíèþ, ìîãóò
èìåòü ðàçíóþ äëèíó. Ïîýòîìó ñëåäóåò âûáðàòü èç íèõ ñàìûé
êîðîòêèé, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ïðîöåäóðîé À4 íà âîñüìîì øàãå åå
ðàáîòû.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îïòèìàëüíîñòè ðàáîòû ïðîöåäóðû À4.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåáåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèÿì (4.12),
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâà {Ui} îáúåêòîâ {Qr}, èìåþ-
ùèõ îïðåäåëåííóþ ñòîèìîñòü {Cr}. Òðåáóåòñÿ âûáðàòü ïî îäíî-
ìó îáúåêòó èç êàæäîãî ìíîæåñòâà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóì-
ìàðíàÿ ñòîèìîñòü âûáðàííûõ îáúåêòîâ áûëà ìèíèìàëüíîé.
Ïðè ýòîì ïîñëå âûáîðà î÷åðåäíîãî îáúåêòà ñëåäóþùèé ìîæíî
âûáðàòü òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì
ïðàâèëàì R. Ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ èç êàæäîãî ìíîæåñòâà Ui,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðàâèëó R, áóäåì íàçûâàòü ïîëíîé. Ðîëü ïðà-
âèëà R ðåàëèçóåòñÿ ïðîöåäóðîé Â. Ðàáîòà ïðîöåäóðû À4 çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå Ui=s âûáèðàåòñÿ îáú-

Ðèñ. 4.5. Äåðåâüÿ, ïîñòðîåííûå ïðîöåäóðîé À4
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åêò min( )r d r dQ C   
ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, è ïðè ýòîì âñå îñòàëü-

íûå îáúåêòû, íàõîäÿùèåñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå, èìåþò áîëüøóþ
ñòîèìîñòü. Äàëåå ñðåäè âñåõ îáúåêòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðà-

âèëó R â ìíîæåñòâå Ui, íàõîäèì ñëåäóþùèé îáúåêò min
1 1( )r rQ C  ñ

ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòüþ, ïðè ýòîì ñòîèìîñòü min
1rC  < r iC U ,

ãäå rC  – ñòîèìîñòè îáúåêòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ Ui, íî íå óäîâ-

ëåòâîðÿþùèõ ïðàâèëàì R. Ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü äî
òåõ ïîð, ïîêà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè R èç âñåõ ìíîæåñòâ
Ui íå áóäåò âûáðàíî ïî îäíîìó îáúåêòó ñ ñóììàðíîé ñòîèìî-
ñòüþ Sd. Ïðàâèëî R îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîöåäóðîé Â, à ýòî çíà-
÷èò, ÷òî åñëè ïðîöåäóðà À4 ïîñòðîèëà îäèí öèêë, òî îí ÿâëÿåò-
ñÿ êðàò÷àéøèì ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûé ðàç ïðè âûáîðå ïàð
ðåáåð â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ íåò ñèòóàöèè, êîãäà â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿõ âñòðå÷àþòñÿ íåñêîëüêî ïàð ðåáåð ñ ìèíèìàëüíûì
âåñîì. Â äàëüíåéøåì î òàêîé ñèòóàöèè áóäåì ãîâîðèòü êàê î
íåêîòîðîì ñâîéñòâå  .

Ïðè íàëè÷èè ñâîéñòâà   ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (4.12)

ïðîöåäóðà À4 ñòðîèò  äåðåâüåâ âñåõ öåïî÷åê èç ðåáåð, êîòîðûå

íà ïîñëåäíåì øàãå çàìûêàþòñÿ â öèêëû ñ  âåòêàìè, ãäå  –
êîëè÷åñòâî ïàð ðåáåð ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì â áàçîâîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì. Êàæäîå äåðåâî, ïîñòðî-

åííîå íà îñíîâå îäíîé èç ïàð ðåáåð l kX X  ñ ìèíèìàëüíûì âå-

ñîì, ïðèíàäëåæàùèõ áàçîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÿâëÿåòñÿ äå-
ðåâîì âñåõ êðàò÷àéøèõ öåïî÷åê, êîòîðîå ìîæíî ïîñòðîèòü íà

îñíîâå ðåáåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðå ïåðåìåííûõ l kX X . Ïîñëå

òîãî, êàê âñå äåðåâüÿ ïîñòðîåíû, ïðîöåäóðà À4 èç âñåõ âîçìîæ-
íûõ êðàò÷àéøèõ öèêëîâ, ïîñòðîåííûõ ñ ó÷åòîì âîçíèêíîâåíèÿ
ñâîéñòâà  , âûáèðàåò ñàìûé êîðîòêèé öèêë, êîòîðûé è ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî â ïðèíöè-
ïå íà÷àëî ðàáîòû ïðîöåäóðû À4 ìîæíî íà÷èíàòü ñ ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, íî â ïðîöåäóðå À4 âûáèðàåòñÿ áàçîâàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðîâ i è i,
÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ÷èñëî âåòîê ïðè ïîñòðîå-
íèè äåðåâüåâ êðàò÷àéøèõ öåïåé. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü íà ïðè-
ìåðå äëÿ ãðàôà, çàäàííîãî òàáë. 4.5. Åñëè ïîñòðîåíèå íà÷èíàåò-

ñÿ íå ñ áàçîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè i = 6 ñ 6 2i    è 6 13i  , à

ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè i = 2 ñ 2 2i    è 2 10i  , òî â ýòîì ñëó-

÷àå äåðåâî öåïåé ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïàðû ðåáåð 
0 0

1 2 3   ñ ìèíè-
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Ðèñ. 4.6. Äåðåâî, ïîñòðî-
åííîå ïðîöåäóðîé À4 íà
îñíîâå ïàðû ðåáåð 1–2–3

ìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì, ðàâíûì 0, è ïðè ýòîì â ïîñòðîåí-
íîì äåðåâå öåïåé áóäåò íå äâå âåòêè, à òðè (ðèñ. 4.6).

Â õóäøåì ñëó÷àå îáùåå ÷èñëî âåòîê, ïîñòðîåííûõ â äåðåâüÿõ
êðàò÷àéøèõ öåïåé ïðîöåäóðîé À4, ðàâíî       è çàâèñèò îò

÷èñëà ïàð ðåáåð ìèíèìàëüíîãî âåñà, èñïîëüçóåìûõ íà êàæäîì
øàãå ðàáîòû ïðîöåäóðû À4: ñêîëüêî òàêèõ ïàð, ñòîëüêî è âåòâ-
ëåíèé â äåðåâå, ïîñòðîåííûõ ïðîöåäóðîé À4. Îöåíèì âðåìåííóþ
ñëîæíîñòü ðàáîòû ïðîöåäóðû À4.

×èñëî ïàð ðåáåð âî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ óðàâíåíèÿì (4.12), ðàâíî 
( 1)( 2)

2

n n 
  , ïîýòîìó äëÿ àíà-

ëèçà îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåáóåòñÿ íå áîëåå ( 1)( 2)n n  <

< 2n  îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ. Òàê êàê íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü
n òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîãî öèêëà ñ

ïîìîùüþ ïðîöåäóðû À4 ïîíàäîáèòñÿ íå áîëåå 3n îïåðàöèé ñðàâ-

íåíèÿ. Äëÿ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ i  è i  – íå áîëåå 2n  è 22 log n

îïåðàöèé âûáîðà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà èç 2n  ÷èñåë. Ïîñêîëü-
êó îáùåå ÷èñëî âåòîê, ïîñòðîåííûõ ïðîöåäóðîé À4, ðàâíî  , òî

äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèí âñåõ âåòîê, ñîäåðæàùèõ ïî n ðåáåð, ïîíà-
äîáèòñÿ n 

 
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ âåòîê äëÿ

âûáîðà âåòêè ìèíèìàëüíîé äëèíû òðåáóåòñÿ åùå 2log   îïåðà-

öèé (äëÿ âûáîðà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà èç ìàññèâà èç   ÷è-

ñåë). Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ðàáîòû ïðîöå-
äóðû íå ïðåâûñèò

3 2 3

2 2 22
( 2 log ) log ( 1 log )O n n n n O n

n

             
 

.   (4.20)

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ïîñòðîèòü äåðåâüÿ îò âñåõ ïàð ðåáåð â ïðî-
èçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåç âûáîðà ìèíèìàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ, òî äåðåâî áóäåò ñîäåðæàòü ÷èñëî âåòîê, ðàâíîå 
( 1)!

2

n 
.

Ïðîöåäóðà À4 ñòðîèò íå âñå äåðåâüÿ, à ðàâíîå êîëè÷åñòâó ïàð
ðåáåð ñ ìèíèìàëüíûìè âåñàìè, íàõîäÿùèõñÿ â áàçîâîé ïîñëåäî-
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âàòåëüíîñòè. ×èñëî âåòîê â ñàìîì äåðåâå çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñ-
ëà ïàð ðåáåð ñ ìèíèìàëüíûìè âåñàìè íà êàæäîì øàãå ïðîöåäóðû
À4. Òàê, â ïðèìåðå àíàëèçà 6-âåðøèííîãî ãðàôà (ñì. òàáë. 4.4) â
áàçîâîì ìíîæåñòâå îêàçàëèñü äâå ïàðû ðåáåð ìèíèìàëüíîãî âå-
ñà, è ïðîöåäóðà À4 ïîñòðîèëà äåðåâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé âåòêè,

ò. å. èç ìíîæåñòâà 60 ðàçëè÷íûõ öèêëîâ, âûïîëíèâ îêîëî 2 3n
ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, ïðîöåäóðà ïîñòðîèëà êðàò÷àéøèé öèêë.
Äëÿ 6-âåðøèííîãî ãðàôà, çàäàííîãî òàáë. 4.5, 10 ðåáåð èìåþò
âåñ, ðàâíûé 0, è ïÿòü ðåáåð – ðàâíûé 1. Òàêèì îáðàçîì, â àíà-
ëèçèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ïî÷òè 60 % ðåáåð ó÷àñòâóþò â
îáðàçîâàíèè ìèíèìàëüíûõ ïàð ðåáåð è ïðè ýòîì ïðîöåäóðà
ñòðîèò òðè äåðåâà (ñì. ðèñ. 4.6), ñîäåðæàùèå âñåãî 7 âåòîê, è äëÿ
îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà ïðîöåäóðà À4 âû-

ïîëíèëà íå áîëåå 7 3n  ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé. Èç ïðèâåäåííûõ
ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ âå-
ñîâ ðåáåð ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî âåòîê, êîòîðûå áó-
äåò ñòðîèòü ïðåäëîæåííàÿ ïðîöåäóðà À4, áóäåò ñîèçìåðèìà ñ
ðàçìåðíîñòüþ çàäà÷è n èç-çà òîãî, ÷òî â ïðîöåññå ðàáîòû ïðîöå-
äóðû À4 ÷èñëî ïàð ðåáåð ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì íà êàæäîì øàãå
åå ðàáîòû áóäåò óìåíüøàòüñÿ. Ïðè ýòîì àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ
áóäåò èìåòü â ñðåäíåì ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü. Äëÿ ïðîâåð-
êè äàííîé ãèïîòåçû áûë ïðîâåäåí ýêñïåðèìåíò. Ïðè ðàâíîìåð-
íîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ âåñîâ ðåáåð îïðåäåëÿëîñü ñðåäíåå
çíà÷åíèå ÷èñëà âåòîê, ïîñòðîåííûõ ïðîöåäóðîé À4 ïðè èçìåíå-
íèè âåñîâûõ õàðàêòåðèñòèê ðåáåð â äèàïàçîíàõ îò 0 äî 5; îò 0 äî
30 è îò 0 äî 50 è ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ n. Âñå ðåçóëüòàòû ïîëó-
÷åíû ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0,95. Ïîãðåøíîñòü ïðåäëî-
æåííîé ïðîöåäóðû ïðè ðàâíîìåðíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ñîâûõ õàðàêòåðèñòèê ðåáåð ãðàôà ïðè èçìåíåíèè ÷èñëà âåðøèí
â äèàïàçîíå îò 10 äî 100 íå ïðåâûñèëà â ñðåäíåì 20 %. Ïðå-
èìóùåñòâîì äàííîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åå ìîæíî àäàï-
òèðîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ãàìèëüòîíîâîñòè ïðî-
èçâîëüíûõ ãðàôîâ, è ñ óâåëè÷åíèåì äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ âå-
ñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðåáåð ãðàôà ÷èñëî âûïîëíÿåìûõ øàãîâ
ïðîöåäóðîé À4 óìåíüøàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ïîãðåøíîñòè.
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ВЫВОДЫ К ГЛАВЕ 4

1. Ïðåäëîæåíà ìîäåëü ìîíèòîðèíãà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòîâ ìî-
íèòîðèíãà ÐÂÑ íà îñíîâå ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîãî âðåìåíè
çàïóñêà è âûïîëíåíèÿ óäàëåííûõ ñåðâèñîâ ìîíèòîðèíãà îáúåê-
òîâ íà ðåñóðñàõ ÐÂÑ.

2. Ðàçðàáîòàí äâóõýòàïíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçà-
öèè ñóììàðíîãî âðåìåíè çàäåðæêè ïðè çàïóñêå óäàëåííûõ àãåí-
òîâ íà ðåñóðñàõ ÐÂÑ, èñïîëüçóþùèé íà ýòàïå 1 ñòÿíóòîå äåðåâî
âñåõ ïóòåé è ðàñïàðàëëåëèâàíèå ïðîöåññà ðåøåíèÿ íà óçëàõ
ÐÂÑ, ÷òî ÷àñòè÷íî ðåøàåò ïðîáëåìó ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíûõ
àðõèòåêòóð äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

3. Äëÿ ýòàïà 2 ïðåäëîæåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ñ ïîëèíîìèàëüíîé âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðåøèòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ïî-
ðÿäêà çàïóñêà (îïðîñà) óäàëåííûõ ñåðâèñîâ äëÿ ìîíèòîðèíãà
îáúåêòîâ íà ðåñóðñàõ ÐÂÑ â ðåàëüíîì âðåìåíè. Îñîáåííîñòüþ
ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðå-
äåëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû
êâàäðàòè÷íûõ áóëåâûõ óðàâíåíèé ñ çàäàâàåìûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè.

Ïðåäëîæåííûå äëÿ âûïîëíåíèÿ îáîèõ ýòàïîâ ìåòîäû è àëãî-
ðèòìû ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü òåõíîëîãèè ïàðàëëåëüíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ èõ ðåàëèçàöèè ñ ïðèìåíåíèåì CUDA-òåõíîëî-
ãèé, ÷òî çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñèñòåìû
ìîíèòîðèíãà ÐÂÑ.
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Â ìîíîãðàôèè èçëîæåíû îáùèå ïîäõîäû ê àíàëèçó ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ìàòåìàòè÷å-
ñêèì ìîäåëèðîâàíèåì è ðåøåíèåì øèðîêèõ êëàññîâ îïòèìèçà-
öèîííûõ çàäà÷, èìåþùèõ êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó. Ñðåäè íèõ
çàäà÷è êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ìèêðîýëåêòðîííûõ
óñòðîéñòâ, ðàçìåùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, óïðàâëåíèÿ
ðàñïðåäåëåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ñ ðàçëè÷íûìè ôóíêöèÿìè öåëè
è îãðàíè÷åíèÿìè, ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé ìîíèòî-
ðèíãà îáúåêòîâ â ðàñïðåäåëåííûõ ñðåäàõ.

Îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ñôîðìóëèðîâàíà è îáîñíîâàíà îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ìèêðîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ.
Ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îñíîâíûõ êëàññîâ çàäà÷ êîí-
ñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ìèêðîýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ â
ðàìêàõ îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Ðàçðàáîòàíà îáùàÿ ñõåìà èòå-
ðàöèîííî-ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ ïî-
ñòðîåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïðîàíàëèçèðîâàíû è ïðî-
äåìîíñòðèðîâàíû íà ïðèìåðàõ ñïîñîáû óëó÷øåíèÿ ãëîáàëüíûõ
ñâîéñòâ àëãîðèòìîâ.

Ñ åäèíûõ ïîçèöèé ïðåäñòàâëåíû ôîðìàëèçàöèÿ îïèñàíèé,
ãåíåðàöèÿ è ïåðå÷èñëåíèå êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèé ñ çà-
äàííûìè ñâîéñòâàìè ñ öåëüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è
ðåøåíèÿ çàäà÷ ñî ñëîæíîé êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðîé. Ââåäåíî
ïîíÿòèå êîìïîçèöèîííîãî k-îáðàçà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ
(k-ìíîæåñòâà), êàê êëàññà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, îáëàäàþ-
ùèõ ñïåöèàëüíûìè êîìáèíàòîðíûìè ñâîéñòâàìè. Ïðîàíàëèçè-
ðîâàíû çàäà÷è îïèñàíèÿ, ãåíåðàöèè è ïåðå÷èñëåíèÿ k-ìíîæåñòâ,
ïðè ýòîì ïðèìåíåíû ðåçóëüòàòû òåîðèè êîìáèíàòîðíûõ âèäîâ.
Ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè
êîìáèíàòîðíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåê-
òèðîâàíèÿ.



Выводы

160

Ðàçðàáîòàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îáùèõ è ÷àñòíûõ çàäà÷
ïëàíèðîâàíèÿ â ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäàõ. Ïðîâå-
äåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî îíè ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê çàäà÷àì ñ
áóëåâûìè ïåðåìåííûìè ñ ëèíåéíûìè è íåëèíåéíûìè ôóíê-
öèÿìè öåëè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ðàçðàáîòàí è îáîñíîâàí
îáùèé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé íà îñíîâå åäèíîé òåîðåòè÷åñêîé
ïëàòôîðìû ïîëó÷àòü ýôôåêòèâíûå ðåøåíèÿ. Äëÿ îïòèìèçàöèè
ñèñòåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ ïîêàçàòåëåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàñ-
ïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì (ÐÂÑ), à èìåííî, ìèíè-
ìèçàöèè êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êëàñòåðîâ,
ïðåäëîæåíà ìîäåëü â âèäå çàäà÷è î íàèìåíüøåì âåðøèííîì ïî-
êðûòèè (ÇÍÂÏ). Ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèÿ ÇÍÂÏ ñ ìàëîé âû-
÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ è íèçêîé ïîãðåøíîñòüþ.

Ðàçðàáîòàíû ïîäõîä è ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ èíòåëëåêòóàëü-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì íà îñíîâå ñòðàòåãèè ðàíãîâîãî ìå-
òîäà.

Äëÿ êîíòðîëÿ ñîñòîÿíèÿ îáúåêòîâ ÐÂÑ ïðåäëîæåíà ìîäåëü
ìîíèòîðèíãà, êîòîðàÿ ïîñòðîåíà íà îñíîâå ìèíèìèçàöèè ñóì-
ìàðíîãî âðåìåíè çàïóñêà è âûïîëíåíèÿ óäàëåííûõ ñåðâèñîâ íà
îáúåêòàõ ÐÂÑ è ñîçäàíèÿ íà èõ îñíîâå öåíòðàëèçîâàííîé áàçû
äàííûõ. Îíà ïîçâîëÿåò îïòèìèçèðîâàòü âðåìÿ îáðàáîòêè îïåðà-
òèâíîé èíôîðìàöèè äëÿ ïðèíÿòèÿ óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé ïî
âûáîðó ñòðàòåãèé ïëàíèðîâàíèÿ. Äëÿ ìèíèìèçàöèè âðåìåíè îá-
õîäà îáúåêòîâ ìîíèòîðèíãà ðàçðàáîòàí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êðàò-
÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ,
ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé ãðàôèê çàïóñêà óäàëåí-
íûõ ñåðâèñîâ íà îáúåêòàõ ÐÂÑ â ðåàëüíîì âðåìåíè. Äëÿ ðàçðà-
áîòàííûõ ìåòîäîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì èñïîëüçîâàíèå
òåõíîëîãèé ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé è ãèáðèäíûõ ñèñòåì íà
îñíîâå CPU- è GPU-àðõèòåêòóð.
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МОДЕЛІ І МЕТОДИ
КОМБІНАТОРНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ
В ПРОЕКТУВАННІ ТА КЕРУВАННІ

Київ: Наукова думка, 2019. – 176 с.

Ìîíîãðàô³ÿ ïðèñâÿ÷åíà ðîçðîáö³ òà äîñë³äæåííþ ìàòåìàòè÷-

íèõ ìîäåëåé ³ ìåòîä³â êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿, îð³ºíòîâàíèõ

íà ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ïðîåêòóâàííÿ òà êåðóâàííÿ, ñåðåä ÿêèõ

êîíñòðóêòîðñüêå ïðîåêòóâàííÿ ì³êðîåëåêòðîííèõ ïðèñòðî¿â, ãåî-

ìåòðè÷íå ïðîåêòóâàííÿ òà êåðóâàííÿ ðîçïîä³ëåíèìè îá÷èñëåí-

íÿìè. Íàâåäåíî çàãàëüíó ôîðìàëüíó ïîñòàíîâêó ³ ïîñòàíîâêè

îñíîâíèõ êëàñ³â çàäà÷ êîíñòðóêòîðñüêîãî ïðîåêòóâàííÿ ì³êðî-

åëåêòðîííèõ ïðèñòðî¿â, à òàêîæ ìåòîäè ³ àëãîðèòìè ¿õ ðîçâ’ÿçàí-

íÿ. Âèêëàäåíî ºäèíèé ï³äõ³ä äî ôîðìàë³çàö³¿ îïèñ³â, ãåíåðàö³¿ òà

ïåðåðàõóâàííÿ êëàñ³â êîìá³íàòîðíèõ êîíô³ãóðàö³é, ùî ìàþòü çà-

äàí³ âëàñòèâîñò³, äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ³ ðîçâ’ÿçàííÿ

çàäà÷ ç³ ñêëàäíîþ êîìá³íàòîðíîþ ñòðóêòóðîþ. Â ìåæàõ ºäèíîãî

ï³äõîäó ïîáóäîâàíî òà ïðîàíàë³çîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü áàãà-

òîêðèòåð³àëüíî¿ çàäà÷³ ðîçì³ùåííÿ ïàðàëåëåï³ïåä³â. Ðîçãëÿíóòî

ìàòåìàòè÷í³ ïîñòàíîâêè òà ìåòîäè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ïëàíóâàííÿ

â ðîçïîä³ëåíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåìàõ (ÐÎÑ), ùî çâîäÿòüñÿ

äî çàäà÷ äèñêðåòíî¿ îïòèì³çàö³¿ ç ë³í³éíèìè ³ íåë³í³éíèìè ôóí-

êö³ÿìè ö³ëåé, äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêèõ çàïðîïîíîâàíî çàãàëüíèé

ï³äõ³ä. Ó ðàìêàõ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ êåðóâàííÿ ðîçïîä³ëåíèìè îá-

÷èñëåííÿìè çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ìîí³òîðèíãó ñòàíó êîìïî-

íåíò³â ÐÎÑ, ùî âèêîðèñòîâóº çîáðàæåííÿ ÐÎÑ ó âèãëÿä³ íåïîâ-

íîçâ’ÿçíîãî ãðàôó, íà îñíîâ³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ çíàõîäæåííÿ

íàéêîðîòøîãî øëÿõó ³ íàéêîðîòøîãî ãàì³ëüòîíîâà öèêëó.

Äëÿ íàóêîâö³â ³ ôàõ³âö³â, ÿê³ çàéìàþòüñÿ îïòèì³çàö³ºþ øè-

ðîêîãî êîëà çàäà÷ ïðîåêòóâàííÿ òà êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, à òà-

êîæ äëÿ àñï³ðàíò³â â³äïîâ³äíèõ ñïåö³àëüíîñòåé.
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The monograph is devoted to the development and investigation

of mathematical models and methods of combinatorial optimization,

focused on solving design and control problems, including design en-

gineering of microelectronic devices, geometric design and control of

distributed computing. The general formal description and statements

of the main classes of problems for the design engineering of microe-

lectronic devices are given; methods and algorithms for solving them

are proposed. A general approach to the formalization of description,

generation and enumeration for classes of combinatorial configura-

tions with given properties for mathematical modeling and solving

problems with a complex combinatorial structure is represented. Based

on the general approach, a mathematical model of the multi-criteria

parallelepiped placement problem is constructed and analyzed. Ma-

thematical models and methods for solving planning problems in dis-

tributed computing systems (DCS), which are reduced to discrete op-

timization problems with linear and nonlinear objective functions, are

considered; for solving of the problems a general approach has been

proposed. In the framework of solving of control of distributed com-

puting problems, a method for monitoring the state of the DCS com-

ponents is proposed. The method is based on representing the DCS as

an incompletely connected graph and solving the problems of finding

the shortest path and the shortest Hamiltonian cycle.

The monograph is oriented to researchers and professionals invol-

ved in the optimization of a wide range of design and control systems,

as well as graduate students of relevant specialties.
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