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Optimized packing a family of non-identical scaling circles in a given 

circular container is studied. The problem is aimed at finding a maximal scaling 

parameter of the circles subject to pairwise non-overlapping of scaling circles 

and containment each scaling circle to a fixed circular container taking into 

account allowable distances. The corresponding continuous nonlinear 

programming model is presented. A multistart solution strategy is provided and 

illustrated with computational results. This problem can be applied for finding 

feasible starting points to search for local optimal solutions of dense and sparse 

circular packing problems. 

 

Задачі пакування мають широкий спектр застосувань у різноманітних 

галузях науки та техніки, в тому числі біології, медицині, логістиці, адити-

вному виробництві. Моделям та методам розв’язання оптимізаційних задач 

пакування кругів заданих радіусів присвячено багато публікацій (див., на-

приклад, [1]–[3]). У даному дослідженні розглядається задача пакування n 

кругів зі змінними метричними характеристиками у круговому контейнері 

фіксованого радіуса.  

Нехай { ( ) i iС v , 1,...,i n} – сім’я масштабованих кругів із заданими 

радіусами ir , змінним коефіцієнтом масштабування    та змінними 

центрами ( , )i i iv x y , 
2( ) { : }     i i i iС v v R v v r , де 1   – заданий па-

раметр. Позначимо круговий контейнер з радіусом r та центром (0,0) як 0С . 

Припускаємо, що між кожною парою кругів, а також між кожним кругом 

та межею контейнера задано мінімально допустиму відстань 0 . 

Задача пакування сім’ї масштабованих кругів у круговому контейнері 

фіксованого радіуса з урахуванням мінімально допустимої відстані полягає 

у пошуку максимального значення коефіцієнта  за таких умов:  

 0( ( ) )  i iС v С С , 1,...,i n, (1) 

(умова включення масштабованого круга ( ) i iС v  у контейнер 0С  з 

урахуванням мінімально допустимої відстані ), 

 0.5 0.5int( ( ) ) int( ( ) )     i i j jС v C С v C , 1  i j n, (2) 

(обмеження розміщення масштабованих кругів ( ) i iС v  та ( ) j jС v  на допу-

стимій відстані ). Тут  – оператор суми Мінковського, С  – круг радіуса 
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, а 0.5C  –– круг радіуса 0.5 з центром у точці (0,0). 

Математичну модель сформульованої задачі пакування може бути 

описано так: 

 
,

max



v
 (3) 

за умов 

 2 2 2( ) ( ) 0, 1,..., ,       i i ix y r r i n  (4) 

 2 2 2( ) ( ) ( ) 0,1            i j i j i jx x y y r r i j n, (5) 

 0,    , (6) 

де 2 1( , )   nv R  – вектор змінних, 1( ,..., ) nv v v . 

Модель (3)–(6) є неперервною задачею нелінійного програмування з 

лінійною цільовою функцією, має 2 1n  змінних, 2( ) / 2n n  нелінійних 

обмежень та два лінійних обмеження. Нерівність (4) відповідає умові (1) 

включення масштабованого круга  iC  в контейнер 0С , нерівність (5) – умо-

ві (2) розміщення масштабованих кругів  iC  та  jC  на допустимій відстані 

, а умова (6) – обмеженням на допустимі значення змінної . 

Для пошуку локально-оптимальних розв’язків задачі (3)–(6) застосо-

вано стратегію, яка включає такі кроки: 

Крок 1. Установлюємо   0 0  . 

Крок 2. Генеруємо випадковим чином n точок 0( , ) i i iv x y С , коор-

динати яких задовольняють системі нерівностей 2 2 2( ) ,  i ix y r  1,..., ,i n  
2 2 2( ) ( ) ,    i j i jx x y y  1  i j n. 

Крок 3. Формуємо вектор 1( ,..., ) nv v v . 

Крок 4. Розв’язуємо задачу нелінійного програмування (3)–(6), стар-

туючи з точки 0( , )v . Отримуємо вектор * * * * *
1( , ) ( ,..., , )  nv v v .  

Для розв’язання задач великої розмірності застосовується метод  

декомпозиції [4], який дозволяє звести задачу (3)–(6) до послідовності за-

дач нелінійного програмування із значно меншим числом нелінійних  

нерівностей. 

Приклад 1. 5n , 1 2 3 4 520, 30, 30, 40, 50    r r r r r , 130r , 5,  

3  , * 1.192  .  

Приклад 2. 27n , 1.5,ir  1,..,9i , 1.7,ir  10,..,18i , 2.0,ir  

19,..,27i , 9r , 2  , 0 , * 0.865  .  

Розміщення кругів, що відповідає локально-оптимальному розв’язку 

задачі (3)–(6) для прикладу 1 проілюстровано на рис. 1, а, для прикладу 2 – 

на рис. 1, б. 



241 

 

            
                                      а                                                 б 

 Рисунок 1 – Локально-оптимальне розміщення n кругів:  

 а) з радіусами 1.192  ir 1,..,5i  для прикладу 1; 

 б) з радіусами 0.865  ir , 1,..,27i  для прикладу 2 

 

Модель (3)–(6) за умови 1   може бути застосована для генерації до-

пустимих стартових точок при пошуку локальних екстремумів задач щіль-

ного або розрідженого [5] пакування n кругів заданих радіусів у круговому 

контейнері. Тоді, якщо * 1   – це означає, що можливо розмістити n кругів 

оригінальних радіусів , 1,...,ir i n, у круговому контейнері заданого розміру 

з урахуванням допустимих відстаней. 

Для проведення чисельних експериментів застосовано комп’ютер 

DESKTOR-Q9PIRON, процесор 12th Gen Intel(R) Core(TM) i5-12500 

3.00 GHz. Оперативна пам’ять 32.0 ГБ. Мова програмування Python 3.11. 
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